AD2 - Geometria Analitica IT - 1/2011

Questao 1: Sejam a reta r : {(3+¢,2+¢t,—1+1¢)| t € R} e o plano
IT:6x—y+2z=4.

(a) Determine a posigao relativa de r e II.

(b) Encontre a equagao do plano I' que contém a reta r e é ortogonal
ao plano II.

(c¢) Qual é a posigao relativa entre a reta I' 11 e a projegao ortogonal
da reta r em II7 Justifique.

(Se n3o quiser, vocé n3o precisa fazer contas pra justificar este item, use apenas as palavras

e/ou um desenho esquemitico).

SOLUCAO:

(a) Asequagoes paramétricas de r podem ser escritas como r : (3,2, —1)+
t(1,1,1). Logo o vetor direcao de r é v = (1,1, 1).
O vetor normal ao plano IT é n = (6,—1,2). Entao, para deter-
minar a posicao relativa entre r e II, basta calcular o produto
interno

(n,vy = ((6,—-1,2),(1,1,1)) =7#0

Logo rNII # () e r nao esta contida em II, ou seja, a reta intersecta
o plano em um tnico ponto.

(b) Chamemos de 7 o vetor normal do plano I' que queremos encon-
trar. Como r C I', devemos ter 77 L ¥ e como I' e IT devem
ser perpendiculares, também temos 7’ L 7. Portanto, podemos
concluir que uma possibilidade de calcularmos 7" é

=7 xv=(6-1,2)x(1,1,1) = (=3, —4,7)

Entao, a equagao do plano I' é —3x — 4y + 7z = d. Para encontrar
d, basta escolhermos um ponto do plano: como r C I', tomamos



t = 0 na reta r e obtemos o ponto (3,2, —1) que deve estar em T'.
Dai, substituindo chegamos a equagao

' -3z —4y+72=-24
(c) Sao COINCIDENTES.

r

rnn

Se baixarmos perpendiculares a Il a partir de pontos de r, elas
necessariamente deverao pertencer ao plano I'. Logo a projecao
ortogonal de r em II tem que coincidir com reta interesecao entre
I'e Il

Questao 2: Sejam II um plano e P ¢ II. Baixando uma perpendicular de P
até I encontramos o ponto () € II. Definimos o simétrico de P em relacao
ao plano II como sendo o tinico ponto P que satisfaz

PQ = QP

Que estratégia vocé usaria para encontrar o ponto P’? Descreva-a e em
seguida aplique-a para encontrar o simétrico da origem em relacao ao plano
20 =2y + 2z = 3.
SOLUCAO:

Suponha que o plano tenha vetor normal 7.

12 ESTRATEGIA:

e Encontrar a equagao da reta perpendicular ao plano e que passa por
P:
r: P+tnw

e Encontrar o ponto @), interesecao de r com II, substituindo as equacgoes
paramétricas de r na equacao cartesiana de II.



— —
e Resolver a equacao PQ = QP’, ou equivalentemente P’ = 2Q) — P.
aplicando ao exemplo...
O vetor normal ao plano 2z — 2y +z=3¢é 1 = (2,-2,1)
e 7:(0,0,0)+t(2,—2,1) = (2t, —2t,t)
e Q=rnNII
2.2t) —2(2)+1.(t) =3 =t =
Lo @ = (3,-3.3)

o PP=20Q—P
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p_ (2t 42
3733
22 ESTRATEGIA:
e Resolver o sistema: -
PP || n
d(P,11) = d(P’', 1)

aplicando ao exemplo...

Se chamamos P’ = (z,y, z), temos PP’ | W = x =2k, y = —2k, z =
k, para algum valor de k € R.

d(P,1I) = d(P',II)

20-20+1.0-3]  [22—2y+1.2—3|
3 N 3
. _]2.(2k) — 2.(—2k) + L.k — 3|
N 3
9k —3] = 3

Donde concluimos que k = % ou k = 0.

Se k = 0 estamos em P, portanto

po (2 22
3733



Questao 3: Que equacao devem satisfazer os pontos P = (z,y, z) que dis-
tam 2 da reta m : (1 +1¢,2t,1)?
SOLUCAO:

m: (1,0,1) + (1,2,0)
Chamemos Q = (1,0,1) e ¥ = (1,2,0). Se P = (z,y, z) entdo,

Vamos calcular separadamente cada um dos termos:

— — —
€1 €9 €3
% é
POxvV=|1-2 —y 1—2z|=22-2,1—2,y—2x+2)
1 2 0
H@XWH = V(22 —2)2+ (1 — 2)2+ (y — 22 + 2)2
= /5(1—2)2+ (y — 2z + 2)2
lv]| = V5
Assim
d(P,m) = 2
d(P,m)* =
2
|7@x 7
= = 4
0]l
51—2)2+(y—2x+2)?> A

5
51—2)2+(y—20+2)?2 = 20

Questao 4: Determine a equacao cartesiana da superficie cilindrica S,
sabendo que a equagao da diretriz v e a direcao v das geratrizes sao dadas
por:
2,2 .2
Jrty =1 -
fy_{x—i_y:l U—(l,l,].)



SOLUCAO: Sabemos que um ponto P = (x,y,2) € S se, e s6 se, ex-

iste um tnico ponto P’ = (2,1, 2’) € v e um tnico t € R tal que PP'=t v,
isto é,

r—1a =t 2 2 12
] Y ] YT+ =1
D=y N {50

Entao, somando as duas primeiras igualdades de (I), obtemos

o / o / _
r+y=2r+t+y +t=a+y +2t = 142t
/' 4y'=1
—

r+y—1
t: _ 1
) (1)
Assim, de (I) e (1), temos:

, r+y—1 xz—y+1
r=x—t=x— =

2 2
,:y_t:y_x—i—y—l:y—x—f—l
2 2
Z,:z_t:z_;v—i—y—l:%—y—x—l—l
2 2

Logo, substituindo #/, ¢/ e 2’ na equacdo z'> + y'> + 2> = 1, obtemos

(@—y+1)’ (-z+1P @e-y-z+1P*

=1
4 4 4
<~
20° 4+ 2y —day + 2+ 27+t 2y + 422 F4r+1 2@ +y) (22 +1) =4
=

3% + 3y + 427 — 20y — 4wz —dyz — 20 — 2y + 42— 1 =0,

que é a equacao da superficie S.

Questao 5: Determine a equacao cartesiana e faca um esbogo da superficie
de revolucao S obtida girando a curva:

_ 9.3

C { Z=3y em torno do eixo OZ
=0

SOLUCAO: A curva C esté contida no plano Y Z e é dada pela equagao

5



fly,z) =0, onde f(y,z) =z — 3y Veja a figura:

Como a rotagao ¢é realizada em torno do eixo OZ, devemos manter a
variavel z e substituir a varidvel y, na equagao f(y,z) = 0, pela expressao
++/22 + y? para obtermos a equagao cartesiana de S:

f(:l: x2+y2,z> =0

O grafico de S é:




Questao 6: Mostre que a intersecao do plano 7 : 4z — 5y — 10z = 20 com o
hiperboléide de uma folha

2 2 2

T Y z
=4+ = - =1
ST 16
consiste de duas retas.
SOLUCAO: Temos que:
2 2 2
@y 2
25 16 4
<

162 — 100z* = 25(16 — )
<
(4dxr — 102)(4x + 102) = 25(4 —y)(4 +y) (%)
Logo (z,y,2) € SN se, e s6 se, 4 — 10z = 20 + by (segue da equagao de
7) que substituido em (k) resulta em:

(20 + 5y) (4x + 102) = 25(4 — y) (4 + v)

—
(A+y)(4r+102) =54 —y)(4d +y) ()

Analisando a igualdade (xx), temos os casos:

Caso 1: Se (z,y,z) € TN S ey # —4, podemos dividir (xx) por (4 +y) e
entao temos
4x 4+ 10z = 20 — by,

isto é, (z,y,z) também pertence ao plano 7’ : 4x + 5y + 10z = 20. Logo
(x,y,2) estd na reta [ C w NS que é a intersecao dos planos m com 7’

dx — by — 10z = 20
4o 4+ 5y + 10z = 20

Caso 2: Se (z,y,z) € tNS ey = —4, temos que (z,y,2) estd na reta
I' C mN S que é a intersecao do plano m com o plano y = 4.
Dos casos acima, concluimos que 7 NS = [ U’ consiste de duas retas.



