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Questdo 1 (1,5 pontos): Seja A € M;3(R) com polinémio caracteristico p(A) = (A—2)(A+1)?
e cujos autoespacos sao
EAN=2)={(z,y,2) eR*; a+y—2z=0ex+2y+32=0}e
EA=-1)={(z,y,2) eR¥; 2 —2y=0ex — 32 =0}
a) [1,2 pts] Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada autovalor de A.

b) [0,3 pt] A é diagonalizavel? Justifique a sua resposta.

Solucao:
a) Segue do polinémio caracteristico que a multiplicidade algébrica do autovalor 2 é 1 e a do
autovalor —1 é 2.
Para determinar as multiplicidades geométricas devemos determinar uma base para cada um
dos autoespacos.
r+y—2=0
T+ 2y+32=0.
Reduzindo por linhas a matriz associada ao sistema, obtemos:
l 1 ; _il)) } ~q [ (1) 1 _le ] ~o l (1] (1] _i }, matriz reduzida por linhas a forma em es-
cada, onde fizemos a seguinte sequéncia de operagoes elementares: em ~q: Ly «— Ly — L1 e em
~o: Ly «— Ly — Lo.
Logo, xt — 5z =0ey+ 4z =0. Assim,
EA=2) = {(z,y,2) €ER®; z+y—2=0ex+2y+32=0}

{(z,y,2) eR®; 2 —5z=0ey+4z =0}

= {(5z,—4z,2); z € R}

{(5,—4,1)z; z e R} =[(5,—4,1)].

Logo, {(5,—4,1)} é uma base de E(\ = 2) e a multipicidade geométrica do autovalor 2 é 1.

- Autovalor 2: Devemos resolver o sistema linear {

- Autovalor —1

EA=-1) = {(z,y,2) eR®; 2 —2y=0ex— 32 =0}
- {mppieer,
= {(Ly5)z; weRf=[(L5,5)]
Logo, {(1, %, %)} é uma base de E(A = —1) e a multipicidade geométrica do autovalor —1 é 1.

b) A matriz nio é diagonalizavel, pois nao é possivel construir uma base do R? formada por
autovetores de A. H4 no maximo dois autovetores linearmente independentes e 2 < 3 = dimR3.

1 -1 1
Questdo 2 (3,0 pontos): Seja A= |0 0 0
1 -1 1

a) [1,6 pts] Determine os autovalores e os respectivos autoespagos de A.

b) [0,8 pt] Determine uma base do R? formada por autovetores de A, indicando os autovalores.

1



¢) [0,6 pt] Determine uma matriz inversivel P que diagonaliza A e a sua correspondente matriz
diagonal D.

Solucao:
a) O polinomio caracteristico de A é:

p(A) = det(A3 — A)

A—-1 1 -1
= det 0 )\ O
—1 —1
= )\det{ }
= AMA=1)(\ 1 —1) = AAN? = 2)) = N2 (A —2).

Os autovalores de A sdo \; =2 e Ay = 0.

Para determinar os autoespagos E(A;) e E()\y) devemos resolver os sistemas lineares ho-
mogeneos associados, respectivamente, as matrizes 0I5 — A e 215 — A.

Reduzindo por linhas a matriz 213 — A, obtemos:

11 —-1 11 -1 1 1 —-1 1 0 -1
2[3 — A = 0 2 0 ~1 0 2 0 ~9 01 0 ~3 0 1 0 s matriz
-1 1 1 02 0 02 0 00 O

reduzida por linhas a forma escalonada, onde fizemos a seguinte sequéncia de operacgoes ele-
mentares: em ~q: L3 — L3 + Ll; em ~o: L2 — %LQ € e ~v3: L1 — L1 — L2 e L3 — L3 — 2L2

T 0 1 0 -1 T 0
O sistema (23 — A) | y | = | 0 | é equivalentea | 0 1 0 y | = | 0 |, portanto
z 0 00 O z 0

tem as mesmas solugoes. Assim, x —z=0e y = 0.
EM\=2) = {(z,y,2)eR3; 2 —2=0ey=0}

Reduzindo por linhas a matriz 0I3 — A, obtemos:

-1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
03— A= 00 0]~ 0 0 O]~ 0 0 0], matrizreduzida por linhas
-1 1 -1 -1 1 -1 0 00

a forma escalonada, onde fizemos a seguinte sequéncia de operagoes elementares:
em ~q: L1 — —L1 € el ~vo! L3 — L3 + Ll-

T 0 1 -1 1 T 0
O sistema (03 — A) | y | = | 0 | é equivalentea | 0 0 0 y | = | 0 |, portanto
z 0 0 00 z 0

tem as mesmas solugoes. Assim, t —y+2z=0¢e
EMX=0) = {(z,y4,2) €R}; z—y+2=0}

b) Aproveitando os célculos de E(A\; = 2) e de E(A\y = 0) do item anterior, temos:



EM=2) = {(z,y,2) €R3; z—2=0ey=0}
{(#2,0,2) ; z € R}
= {(1,0,1)z; z € R} = [(1,0,1)].

Escolhemos o autovetor v; = (1,0, 1), fazendo z = 1.
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E possivel escolher dois autovetores de A linearmente independentes em E(\y = 0), pois a sua
dimensao é 2. Por exemplo, escolhemos v, = (1,1,0) e v3 = (—1,0, 1) fazendo, respectivamente,
y=lez=0,y=0ez=1.

Tomamos a base do R?* 8= ¢ v; = (1,0,1),v, = (1,1,0),v3 = (—=1,0,1)

~~
A1=2 A2=0 A3=0

¢) Uma matriz inversivel P que diagonaliza T' é a matriz de mudanca de base, da base de autove-

1 1 -1
tores {vy,v9,v3} para a base canonica do R?, e é dada por P = [ V1 Uy U3 ] =(0 1 O
10 1
A0 0 2 00
e a correspondente matriz diagonal ¢ D= 0 X O | =10 0 O
0 0 As 000

Questdo 3 (2,3 pontos): Seja T : R? — R? a reflexdo com respeito a reta ¢ de equacio

ox + 12y = 0.
a) [0,6 pt] Dé exemplos de vetores u e v tais que T'(u) = u e T'(v) = —wv, justificando a sua
resposta.

b) [1,7 pts] Determine a matriz que representa, na base canonica do R?, a reflexdo com respeito
a reta /.

Solucao:
a) Como u = (—12,5) € ¢, entdo u gera ¢ e T'(u) = u.
Como v = (5,12) é ortogonal a u, entdo v é perpendicular a ¢ e T'(v) = —v.

b) Pelo item anterior, § = {v; = u = (—12,5),vy = v = (5,12)} é uma base do R? formada por

A1=1 Ao=—1
autovetores de T.

P = [ vl Vs } = [ _1§ 12 ] ¢é a matriz de mudanca de base, da base 3 para a base canonica,

P diagonaliza T' e a correspondente matriz diagonal é D = [ )(\)1 )(\J } = { (1) (lJ } .
) _
5

12 -5 —4z 2 : e
Temos que P~ = %69 [ 5 19 } = [ 169 169 } . Logo, a matriz de T' na base canonica é
e 169 169



[0

5 12 —1 65 ice
= 5 19 = 138 %?8 .
[ 5 —12 69 169 ~169 169

Questdo 4 (3,2 pontos): Em cada item faga o que se pede.

a) [0,8 pt] Determine uma matriz ortogonal de ordem 2 tal que sua primeira coluna seja paralela

a (1,/3).

b) [1,0 pts] A matriz B = { é 9 ] é diagonalizavel? Justifique sua resposta.
c¢) [1,4 pts] Determine os valores de a para que A = 1 seja um autovalor com multiplicidade
1 a a
geométrica 2 da matriz A= | —1 1 —1
1 0 2
Solucao:
a) Vamos determinar um vetor v = (a,b) ortogonal a u = (1,v/3).
Entdo, 0 = {((a,b), (1,v/3)) = a + bv/3. Logo, a = —by/3. Tomando b = 1, obtemos a = —/3 e
v = (—+/3,1). Normalizando esses vetores temos u; = Tl = (%, ?) e uy = p = (—\/75, %)
1 _ V3
A matriz [ Uy Usg } = \/g 2, | ¢ uma das matrizes ortogonais com primeira coluna
2 2

paralela a (1,v/3).

Outras respostas possiveis sao as matrizes: [ U —Us } ou [ —Up Uy } ou [ —Up  —Ug }

1

0 2
os elementos da sua diagonal. B ¢ diagonalizavel, pois toda matriz de ordem n = 2 com n = 2
autovalores distintos é diagonalizavel.

Outra justificativa: Como autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente inde-
pendentes, entao hé dois autovetores de B linearmente independentes, formando uma base do
R? de autovetores. Logo, B é diagonalizavel.

b) A matriz B = ¢ uma matriz triangular superior, logo seus autovalores sao 1 e 2,

c¢) Devemos calcular F(\ = 1), isto é, resolver o sistema linear homogéneo associado & matriz

1 a a
I—A onde A= | —1 1 —1 |. Reduzindo por linhas a matriz I — A, obtemos:
1 0 2
0 —a —a 1 0 1 1 0 1
I—A=| 1 o 1|22 0 —a |80 —a —al| =4,
-1 0 -1 -1 0 -1 0 0 0
Para continuarmos os calculos precisamos saber se a = 0 ou a # 0.

Caso1l: a =0

1 01
Nesse caso, [ — A~y Ay = | 0 0 0 |, matriz reduzida por linhas a forma em escada.

000
A solucao do sistema linear homogéneo associado é



= {(z,9,2) €ER®; 2+ 0y + 2 =0}
= {(=2v,2); y,2€R}
{(=2,0,2) +(0,5,0) 5 z,y € R}
= {(-1,0,1)2+(0,1,0)y ; z,y € R} =[(—1,0,1),(0,1,0)].
A multiplicidade geométrica do autovalor 1 ¢ dimE(A =1) = 2.

—z
—z

Caso 2: a # 0.
10 1 L 11, 1 01

Nesse caso,  — A~y A5 =] 0 —a —a ~3" 0 1 1 |, matriz reduzida por linhas
0 0 0 0 0 0

a forma em escada.
A solucao do sistema linear homogéneo associado é
Ex=1) = {(r,y,2) eR3; 2+2=0ey+2=0}
= {(-2z,—-2,2); z€ R}
= {(-1,-1,1)z; ze R} = [(—1,—1,1)].
A multiplicidade geométrica do autovalor 1 ¢ dimE(A =1) = 1.

Portanto, para que a multiplicidade geométrica do autovalor 1 seja 2 devemos ter a = 0.




