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Calculo Il = AD1 (2013/2) — Gabarito

Solugao da 12 Questao

Considere a figura 1.1 abaixo, representando o mesmo grafico dado no enunciado

Figura 1.1

Denotemos por

A =area(R), A =area(R,), A =area(R;), A =area(R,), A =area(R;) e A, =area(R;) .

De acordo com os dados do enunciado, a figura naturalmente nos da que:

A=A>A=A>A=A>0. (4

0
a) Por definicdo |G(0) = jg (t)dt =0| , como visto no caderno didatico, uma vez que os extremos de
0

integragdo sdo os mesmos, ambos iguais a zero e ¢ esta definidaem t=0.

Pela defini¢ao 2.2 do caderno didatico, tem-se:

A=-Jg®adt, A2=4jg(t)dt, A3=—Sjg(t)dt, A= fo@dt A3=—119(t)dt e Aezljg(t)dt.

Estimativa para G(2):

Por definigio: G(2) = ifg (t)dt=—A <0=G(0), isto &,|G(2)=—-A <G(0)=0
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Estimativa para G(4):

Novamente, usando a defini¢cdo, a proposicado 2.2 do caderno didatico e (*), obtemos:

G(4) = [g(t)dt= [g@)dt+ [g(t)dt=-A+A, =A ~A=0=G(0).
0 0 2 *)

Portanto

G(2)<G(0)=G(4)=0| (1)

Estimativa para G(6):

G(6) = [g()dt = [g(t)dt+ [g(t)dt =G(4)+(-A,) =0- A, =—A,.

Agora, por um lado, multiplicando as desigualdades em (*) por (-1),segue que

A=A <-A=-A <-A=-A <0 ()
Portanto
1G(2)<G(6) <0=G(0)=G(4)| (2
Estimativa para G(8): procedendo como antes,

=0

G@®) = [o()dt= [g)dt+ [g(t)dt =G(6) + A, =—A,+ A,
0 0 6 *

Portanto

1G(2) <G(6) <0=G(0) =G(4) =G(8)| (3)

Estimativa para G(10):

G@0) = [g(t)dt= [g(t)dt+ [g(t)dt =G(B) +(-A) =0—A =—A,

Portanto, por (**), segue que

1G(2) <G(6) <G(10) <0=G(0)=G(4) =G(8)| (4

Estimativa para G(12) :

G(12) = fo(t)dt= [g)dt+ [g(t)dt=—A +A =0
0 0 10 *
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Portanto

1G(2) <G(6) <G(10) <0=G(0) =G(4) =G(8) =G(12)|  (5)

(b) Pela primeira forma do T.F.C., segue que G'(x) = g(X) , paratodo X €[0,12].
De acordo com o grafico, tem-se g(x) >0 nos intervalos (2,4), (6,8) e (10,12) e g(x) <0,
nos intervalos (0,2) , (4,6) e (8,10).
A tabela abaixo apresenta o comportamento do sinal de G'(x) = g(x) e portanto d4 a informagdo

sobre crescimento e decrescimento de G(X)

Intervalos O<x<?2 2<x<4 4<x<6 6<x<8 8<x<10 | 10<x<12
G(=g(x) - T - i - "
G(x) N\ / N\ / Ny /

Assim, a funcdo G(X) é crescente em (2,4) U (6,8) U (10,12) e é decrescente em
(0,2) U (4,6) v (8,10) .

(c) Pelo item anterior e o teste da derivada primeira, temos que X =4 e X=8 s3o pontos de maximo
locaise X=2, X=6 e X=10 s3o pontos de minimo locais.
Por outro lado, de (b) segue que G é continua no intervalo fechado [0,12]. Logo segue ainda de (5), no

item( a), que X =2 é o ponto de minimo absolutoe X=0, Xx=4 x=8 e X=12 s&o pontos de

maximo absolutos.

Para estudarmos os pontos de inflexdo e as mudancas de concavidade no grafico de G(X), devemos
estudar o sinalde G"(x).
Como G'(x) =g(x) e g é derivavel no intervalo (0,12), segue que G"(X) =0 '(x).
Lembre-se que g '(X) representa a inclinagdo da reta tangente ao grafico de g no ponto
P(X,9(X)) que, neste caso, é positiva nos intervalos em que g é crescente (vide figura 1.2), e
negativa nos intervalos em que g é decrescente (vide figura 1.3).
Assim, a tabela seguinte nos da o comportamento do sinal de G "(X) .

Intervalos O<x<l l1<x<3 3<x<5 5«<x<7 7<x<9 9<x<11 | 11<x<12
g"(x) = f'(x) — + - + - + -
Concavidade do e U a) U e ) N

graficode g

A tabela acima nos diz que existe mudanca de concavidadeem X=1, Xx=3, x=5, x=7,x=9 e
X =11 e existe reta tangente nos pontos (1,G(1)),(3,G(3)),(5G(5)), (7,G(7)), (9,G(9)) e
(11,G(12)) ,logo os pontos mencionados sdo pontos de inflexdo e portanto as abscissas dos pontos
de inflexdo ocorremem X=1, X=3, X=5, x=7 , Xx=9 ex=11.
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Figura 1.3

(e) Atabela acima nos disse que o grafico de G tem concavidade para cimaem (1,3) U (5,7) U (9,11) e

para baixoem (0,1) U (3,5 U (7,9)wU(11,12).

(f) Juntando os dados dos itens anteriores, podemos dar um esbogo aproximado do grafico da funcao

G . O esboco do grafico é dado na figura 1.4 a seguir:

/\y
y=0G(x)
ax. max. local ‘?‘ﬁx'
‘?a\bs‘ ¢ absoluto abs.
L 2 34/5 6d7¥891011(12 \
1 I 1 I ‘ls.l (%) 1 1 i 1 1 Lt
s | ey I N AT
GO PR =N T o s e
GUO) Kb i Ll
L 1L ) 1 Fpcalsy |

o) EL A T BTN R .

| 1 |
min. local
¢ absoluto

Figura 1.4

Observe que ndo nos é dada a expressao que define a fungdo g . A Unica informagdo que nos é dada no

enunciado é que A =A, > A, =A, > A = A, >0, o que nos permitiu comparar apenas alguns dos valores

de G(x)dados no item (a).

Solugdo da 22 Questao

(a) O gréfico dafuncdo f é exibido na figura 2.1 a seguir
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Note que

ol -ty

X
Logo, fungdo F(x)=6sen (Ej tem como derivada

1 X X
F'(x)=6.=cos| — [=3cos| — [= f(X).
(0=6.2 cos{ 2 ~300s[ %] = 19
Portanto, pelo TFC, temos que

3z

evmcr{) {5 (o ol ) B )0

2

3 3z
2 3 2
Lembre que [ f(x)dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx (*)

2 2
T

Como f(x)>0, para —% <X<rm, I f (x) dx = drea daregido R, , vide figura 2.2.

T

2
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y
3 f(x)=3cos(3)
// 13]
// 3
J
// -% R2 Y
Figura 2.2

37

2
J& f(X)<0,para 7 <Xx< 377[ Neste caso, .[ f(x)dx = - (drea daregido R,).

T

Substituindo os valores anteriores em (*) temos que
3z
2,
J' f (x)dx = (drea da regido R,) - (drea daregido R,).

T

2
3r

2
Portanto, I f (X)dx representa a diferenca entre a drea da regido R, eadaregido R,.

T

2

Como este nimero resultou em 6+/2 >0, tem-se que a area da regido R, é maior que adaregido R,.

(c) Adrea da regido procurada é a soma das dreas dasregides R e R,.
Ou seja

area da regido = drea daregido R +areadaregido R,

Como visto no item anterior,
3z

z 2
I f(x)dx = dareadaregido R, e J‘ f(x)dx = - (drea da regido R,) (*)
-z r
Logo
3r
T 2
area daregido = I f(x)dx— I f (x) dx

K T

2
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371'

[ foodx- jf(x)dx [F(ﬂ)—F(—%ﬂ—[F(%)_F . }z

oo ol [ o]

Z_ 2

=6+ 6——6— 6=12

I
NN

Portanto, a drea daregido é 12 u.a.

Solugao da 32 Questao

(@) Tem-se F(x)=h(g(x)), emque h(x)= ]f (t)dt e g(x)=x*+3x>.

Pela regra da cadeia, tem-se que

F'(x)=h"(g(x)).9'(x)

Por um lado, segue do TFCque h'(x) = f(x) >0, paratodo X € R, por hip6tese. Em particular,
h'(g(x))= f'(g(x)) >0, paratodo Xe R .

Por outro lado, §'(X) =3x*+6X =3X(X+2) .

Avaliemos o sinal da derivada F '(X) :

Intervalos X<—=2 -2<x<0 x>0
g'(x) =3x(x+2) + — +
h'(g(x)) = f(9(x)) + + +
F'(x) + - +
F(x) /! N /!

Logo, os intervalos de crescimento da fungdo F(X) sdo (—o,-2)uU (0,+%) .F(X) é decrescente em

(-2,0) .

X 3 0 3 senx 3 3
PR at = B t+ =—-F(x) +G(x *
o ( ) senj)(:]'—'_t4 senx1+t 1+t jl-}-t 6’.1 4 ( ) ( ) (*)
em que

F(x)=h(senx) e G(x)=h(x*), sendo h(x)= ]14-3t4 dt

0

. PeloTFC, h'(x) = f(x).

Pégina7
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Pela regra da cadeia:

F'(x)=h'(senx).(senx)"' = f (senx).cos x = 300—31(
1+sen™x

9x2
X12

GI(¥) =h'().() = F()3¢* =

3cos0 9.0
4 + 12
1+sen"0 1+0

Por (*), tem-se H'(X)=—F'(X)+G'(X) =>H'(0)=-F'(0)+G'(0) =—

Solugao da 42 Questao

2
(a) A expressdo algébrica X = y3 pode ser reescrita como uma fung¢do de X na forma y = XA ou

3
como fungdo de y naforma X = yé e tem como grafico a figura 4.1
12 Y

23

Figura 4.1

A expressdo X—3y+4 =0 pode ser escrita como fun¢do de x na forma y = ou como fungdo de Yy

como X =3y —4 etem o gréfico mostrado na figura 4.2
/\y

x-3y+4=0

/

Figura 4.2

Sobrepondo os graficos, obtemos a figura hachurada mostrada em 4.3

Pégina8
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/\y

(8.4)
(‘l, 1)

Figura 4.3

Para obter os pontos de intersecdo, precisamos resolver o sistema

X2= 3
{ ) ("
X—=3y+4=0

Verifica-se facilmente que X =-1 e y =1 é uma solug3o.
Isolando Y na segunda equagdo e elevando ao quadrado fica

X =9y* —24y +16.
Substituindo acima a primeira equacgao de (*) tem-se:

y*—9y? +24y-16=0 (**)
Como ja sabemos que Yy =1 é solugdo de (**), dividimos o polindmio acima por Yy —1 e obtém-se:

Y —9y? +24y 16 = (y-1).(y —4)°.
Portanto, Y =4 ¢ a outra solucio repetida do polindmio (**) e usando isso em (*) vemos que a abscissa

correspondente é X =8, como mostrado na figura 4.3.

(b) Como esta visto na figura 4.3, para expressar a drea como uma integral em termos de X, ndo
é necessario fazer qualquer tipo de mudanga.
Neste caso:

% x+4

A(R) = j(T-x%)dx

-1

(c) Pararepresentarmos a drea em termos de uma integral com relagdo a y , devemos dividir a
regido da figura 4.3 em duas, como mostrado na figura 4.4

Pégina9
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¥

A el
i

Figura 4.4

Neste caso:

A(R)=lj(y%— -y’ )dy+4j y2- 3y-4 dy

A(Ry) A(Ry)

(d) Usando a expressdao mais simples obtida no item (b), tem-se:

2

8 8
A(R): I(ﬂ—x%)dX: X——§X%+£X :z
1 3 6 5 37, 10

Solugao da 52 Questao

Uma reta passando pela origem com inclinagdo M tem equag¢do dada por Y = mXx. Um ponto de interse¢do

dareta y=mx com a pardbola y=X-— X® tem a forma P(a,ma), como indicado na figura 5.1 a seguir.
As regides sdao também indicadas na figura.

/\y
/y=x-x2
, y=mx
Rl | P=(a,ma)
1
R, 1\ .
0 a -
Figura 5.1
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No ponto de interse¢do P(a, ma), tem-se
ma=a-a’=a’+(Mm-1)a=0=a.(a+(m-1))=0=a=0o0u (*)
Calculando a area da regido Rl, obtemos:

A(R) = {]((x— x?) —mx) dx = aI(—x2 +(@1-m)x)dx =

(1)
(1—-m)x?

x3 -
Z 4
B

Para calcular a drea da regido R,, vamos dividi-la em duas subregides, como mostra a figura 5.2

_@-my®
6

" aemy | a-m-my
o a=1-m 3 2

/\y
Pl y=mx
// \\
/ P=(a,ma)
/
4 R o
A | .
0 a \ s
Figura 5.2
1™
A(R)—@q«x x)—0)dx <A [ XX m@-m)® [;_1)_ (-my* _(@-m)
2 3 a a=l-m 2 2 3 2 3
area(A) area(B)
_d-m)’ {m 1- m_;} 1_aomy {3m+2 2m— 3} 123_(1_m)3 o
2 3 2] 6 6 6 6 6

Assim, segue de (1) e (2) que:

3
- 2(1-m) _
6
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AR) = A(R,) <

1

—:>(l—m)3:1:>l—m:i:>

6 2 32

(@-m)’ _

6

m=1-

el

1_@a-m?®
6 6
1
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