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Equacoes Diferenciais - Exercicios Suplementares para a AP1

Mensagem do Coordenador:

Caros alunos(as),
O objetivo desta lista é apresentar alguns exercicios resolvidos para ajuda-los na prepa-
raragdo para a 1¢ A.P. de Equagoes Diferenciais.

Bons estudos e boa avaliagao!

Um abrago
Pedro Nobrega

Exercicio 1
Identifique as equagoes de Riccati na lista abaixo:

a) vy +xy? =y
b) ﬂizy/—l—ygzﬂij
c) zyy +1* = (2x +3)y

d)y+y+y:=va

Solugoes:
a) xy +xy? =vy.

1

Dividindo por z : 3 4+ y?> — =y que é uma equacao de Riccati em qualquer
x

intervalo que nao contenha zg =0

b) 22y +y? = zy?.

1 1
Dividindo por z2 : 3/ + o y® — . y? = 0 que ndo pode ser uma equacao de

Riccati pois ndo pode ser posta na forma padrao das equagoes de Riccati em
nenhum intervalo.

c) xyy +a* = (2x +3)y
Dividindo por zy (em qualquer intervalo em que z # 0; e também o cor-

- . 3 -
respondente y ndo seja nulo) : ¥ + xy~! = 2+ =; que ndo pode ser uma
x
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equagao de Riccati pois nao pode ser posta na forma padrao das equagoes
de Riccati em nenhum intervalo.

d)y+y+y?>=x

Observamos que se trata de uma equagao de Riccati, de coeficientes cons-
tantes, que ja estd na forma padrao .

Comentario: O nosso critério para a identificacdo de equagdes de Riccati, pelo menos
neste curso, tem sido o de verificar se a equagao esta ou pode ser posta na forma padrao
das equagoes de Riccati:

y' + az(x)y® + ar(z) y + ao(x) = 0.

Observe que, algumas vezes temos de “trabalhar a equagdo”’ para re-escrevé-la na forma
padrao. Mesmo as custas de restringir os dominios das variaveis.

Exercicio 2
a) A equagao

?—l-a:yz:l (1)

é uma equacao de Riccati?

b) Mostre que a mudanca de variaveis y?> = zz transforma a equagao (??)
numa equagao diferencial linear naohomogénea de primeira ordem.

c¢) Mostre que a mudanga de variaveis y/z = z transforma (??) numa equagao
de Bernoulli.

Solugoes:

a) Multiplicando a equacdo por  obtemos y yPrime + (ry)? = z, ou ainda
y +aty=ay,

que nao é uma equagao de Riccati.

b) Seja z a variavel dependente definida pela equacio y? = xz.

Entao (derivando implicitamente y? = xz com respeito a z): 2yy’ = z+x 2.

Substituindo na equagao (?7?), e simplificando, obtemos a equagao (para a
nova variavel z):

1 2
z'+<—+2x>z:—, (2)
x x
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que é uma equagao diferencial linear, de primeira ordem, nao homogénea,
como queriamos mostrar.

c) Seja z a variavel dependente definida pela equacdo z = Q.
x

Entao y = zz, y' = z+x2', que substituidos na equagao original resultam
em (aga todos os detalhes)

1 1
z'+<—+:172> z=—z1 (3)
T

X

que é uma equagao de Bernoulli (na variavel z), como querfamos demonstrar.

Comentario:

Vocé pode verificar que (?7) é uma equacao diferencial de Bernoulli, na variavel y; mais
facil (aparentemente) do que (?7) ou (?77?). Este exercicio parece que complica as coisas.

Entretanto, observe que o exercicio nao pede para resolver as equagoes obtidas apos as
substituicoes. Além disso, acontece que muitas vezes encontramos equagdes diferenciais
de primeira ordem, ou mesmo de ordens superiores, que podem ser transformadas em ( ou
reduzidas a) equagoes diferenciais mais simples por meio de substituigdes convenientes.
Desta maneira, ap6s efetuar a substitui¢do, resolvemos a equacdo transformada, e depois
obtemos as solugbes da equagao original.

E, no minimo, mais um recurso que podemos tentar.

Exercicio 3
Resolva as equacoes:

2
a)y’:g+2 (g>
T T

b) y' = sen (E) + Y
x x
Solugoes:

Os dois itens sao relativos a equagoes homogéneas. Nos dois casos, faremos
as mudancas

/ /
, Yy=vr, Yy =v+av.

_ Yy
v = —
T
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Fazendo as substitui¢oes indicadas, obtemos

vHav = v+ 202
' = 202
dv dx
202z
—% % = Inc|z|
clzle®? = 1.

Portanto as solugoes sao definidas implicitamente pela equacao
cxe®™V = 1.
b) ¥ = sen (E) +Z
x x
Fazendo as substitui¢oes indicadas, obtemos

/

v+axv = senv+v
dv
z-— = senv
dvv  dx
senv o«
In(cossecv — cotgv) = Inc|x|

Portanto as solugoes sao definidas implicitamente pela equacao

(2) ~eoto (3) =
cossec | =) —cotg | =) =cx.
x x

Exercicio 4 Selecione,dentre as equagbes abaixo, as que sao equagoes di-
ferenciais exatas e resolva-as:

i) (22 —y)de —xdy=0 iv) de —va? — 22 dy=0
26 26 _

i) ylz —2y) do — 22 dy =0 v) (1+edp+2pe)dfd=0

vi) (2zye™™ + y2e™’) + 1) dx +

i) (22 +9?) dz + 2y dy =0 ($2€m2y + 2zye™” — 2y) dy =0

Solugao:

i) (@®—y)dz—2dy=0

Sejam M =22 -y e N=—uz.
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Entao My, = —1 = N, e a equagao é exata.
Jo(x,y) tal que

e =a"—y, e

3
o
po=12"—y = pl@y) = 5 =2y +h(y)

= py=-z+h'(y) €]

Igualando (*) a (**): —z+h(y)=—x
h(y) =0
e portanto h(y) = ¢

3

Assim ¢(z,y) = % —xy+c

3
e as solugoes da equacao sao as fungoes definidas pela equagao % —xy+c =c2

ou ainda, sendo ¢ = c2 — ¢;:

8

— —ay=c

Obs: Nos proximos itens, seguiremos o costume abusivo de chamar de solu¢do geral
a férmula que define as solugbes implicitamente.

Obs: Solicitamos sua atengéo para as corre¢oes nas equagoes dos itens (v) e (vi)

i) y(z —2y) de — 2% dy =0
M =y(xz — 2y) == My, =x—4y

N = —2? == N, = -2z
A equagdo nao é exata.

iii) (22 +¢?) de+22ydy=0

M = 2% + > == M, =2y
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N =2zy == N, =2y
A equagado € exata.

Jo(x,y) tal que
or ="+, (*) e

Py = 2zy.

oy =22y = o(z,y)=ay’+h(z)
= .=y +h(2) (%)

Igualando (*) a (**): Y2+ A (x) = 2% 4+ 2

173

e portanto h(z) = 3

3

Assim o(z,y) = xy® + %

e a solugao geral da equagao é

T +x——c
Y 3 =
iv) de —va? —22dy=0
M=1 = M, =0
x
N = —+va? — 22 = Npy = —
02 — 22

A equagdo nao é exata.

v) (1+e*)dp+2pe* dd=0
M=1+¢* — M@:2629
N =2pe* = N, = 2¢%
A equagado € exata.
3 o(p, 0) tal que

wp=1+ e*, (*)
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o = 2p e,
po=2pc” = @(p,0)=p e +h(p)
— = H () ()
Igualando (*) a (**): Kp)=1

e portanto h(p) = p
Assim ¢(p,0) =e? +p

e a solugao geral da equagao é

vi) (Qxyezzy + yze‘"”y2 +1) dx + (:czezzy + 2:tcye‘"”y2 —2y)dy=0
M = 2:cye‘"”2y+yzezy2 +1 B M, = 21:@‘"”2”+2x3yezzy+2yezy2—|—2:cy3ezy2
N = xze”2y+2xyezy2—2y = N, = 2xezzy+2x3ye”2y+2yezy2—|—2:cy3ezy2
A equagdo € exata.
3 p(z,y) tal que
zzy 2 zy2 *
Po = 2zye” ¥ +y e 41, )

oy = 22e”’Y 4 2:cye‘"”y2 —2y.

Py = 22" + 2:cyezy2 -2y = o(z,y)= eV 4™ y* + h(z)

= g = 2:cye”"°2y + yzezy2 + K (x) ()
Igualando (*) a (**): 2:cye‘"”2y + yzezy2 +h(x) = 2xyezzy + yzezy2 +1
de onde h/(x) =1, e entdo h(z) ==
Assim p(z,y) = e ety — v+
e a solugao geral da equagao é

2 2
2
eV +e™ —y'+x=c

Exercicio 5 Uma equagao diferencial linear de ordem n,

an(t) y ™+ an—1(t) gV ai1(t)y +ao(t)y = g(t)
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é normal em um intervalo I se an(t), o coeficiente da derivada de maior ordem na equagéo,
for diferente de zero em todos os pontos do intervalo I.

Observe como, até aqui, foram dadas informagbes que, embora extremamente relevantes
para o problema, ainda nao solicitaram nenhuma agdo de nosso parte.
Devemos 1é-las com atencgao, e usé-las quando, e se forem necessarias.

Identifique os intervalos onde cada uma das equagGes abaixo é normal:
a)y' +(t?—1)y +y=0

b) tD?+ (2 —1)D +t]y =€t

o) [tt—3)D?+t}y =0

d) 2D? —4D + 5]y =0

Solugoes:

a) O coeficiente da derivada de maior ordem na equagao y” + (t* — 1)y’ +y = 0 é a fungdo
constante UM, que nao se anula em nenhum ponto. Logo o equagdo é normal em R.

b) A forma canénica da equagio [t D>+ (2 — 1) D+tly =e éty” + (2 - 1)y +ty = e
O coeficiente da derivada de maior ordem na equacio 3" + (t> —1) 3 +ty = €' é a fungéo
az(t) = t, a qual se anula em to = 0.

Portanto a equacao é normal em qualquer intervalo que nao contém o ponto to = 0.

¢) A forma canénica da equagdo [t(t —3) D* +t*]y =06 t(t—3)y" +t%>y = 0.

O coeficiente da derivada de maior ordem na equagio t(t — 3)y” +t>y = 0 é a fungdo
az(t) = t(t — 3), a qual se anula em to = 0 e em ¢; = 3.

Portanto a equagao é normal em qualquer intervalo que nao contenha os pontos to =0 e
t1 = 3.

Exemplos: I = (—00;0), (0;3), (4;5), (3;+400), (—10,-1), etc.

d) O coeficiente da derivada de maior ordem na equagio [2D? — 4D 4 5]y = 0 é a funcgéo
constante DOIS, que néo se anula em nenhum ponto. Logo o equagdo é normal em R.

Exercicio 6 Um Problema de Valor Inicial PVI ou Problema de Cauchy para uma
equacgao diferencial linear de segunda ordem em um intervalo I é um problema do tipo:

L-y=g(t)
y(to) = yo
Yy (to) = y1;

onde L = az(t) D® + a1(t) D + ao(t) ; to € um ponto qualquer de I, yo e y1 sdo ntmeros
reais quaisquer.
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A versao do Teorema de Existéncia e Unicidade para o Problema de Cauchy acima descrito
que utilizaremosafirma que se a equagao L -y = g(¢) é normal em um intervalo I, entao o
PVI

L-y=g(t)
y(to) = yo
y'(to) = y1;

tem uma e uma tnica solucio em I *.

Outra vez, até aqui, foram dadas informagoes que, embora extremamente relevantes para
o problema, ainda nao solicitaram nenhuma acao de nosso parte.
Devemos 1é-las com atencgao, e usé-las quando, e se forem necessarias.

a) Interprete geometricamente o Teorema de Existéncia e Unicidade.
b) Diga se é verdadeira ou falsa a seguinte afirmacao:
Seg(t)=0; to=0; yo=1y1 =0 entao o PVI
L-y=0; ylto)=yo; wito) =m
entao a func¢do identicamente nula € a unica solugdo.

c¢) Calcule o intervalo onde esta definida a solugao do PVI

[t(t—3)D*+t>D —10]y =0

Solugoes:

a) O T.E.U. (Teorema de Existéncia e Unicidade), na forma apresentada, nos diz que a
equacao diferencial de segunda ordem do PVI dado possui uma solugdo definida em I; i.é,
uma fungao

p: I — R, t— o(t)

tal que:

i) o(to) = yo (a solugao passa pelo ponto (to, o)), €

ii) ' (to) =1 (a inclinagdo da reta tangente ao gréafico de ¢ no ponto (to,yo) é
igual a y1.)

Mais ainda: S6 existe uma funcao, definida em todo I satisfazendo os itens 4) e ii).

!Dizendo de outro modo: O PVI tem uma, e uma s6 solucdo em cada intervalo onde a
equacao é normal.
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b) A funcédo identicamente nula (#(t) = 0 para todo ¢ € I) certamente satisfaz
[a2(t) D* + a1(t) D + ao(t)] - 6(t) = 0.

Além disso, 6(0) =0 e 6'(0)=0.

O T.E.U. garante entdo que 0 e a tunica solugdo do PVI apresentado. Portanto a
afirmagdo ¢ VERDADEIRA.

c) A equacdo [t(t —3) D> +¢* D — 10] y = 0 é normal em qualquer intervalo que nio
contenha tg = 0 ou t; = 3.

O ponto tx = 1 pertence ao intervalo (0; 3).

Entao (T.E.U.) “a” solu¢do do PVI proposto existe e est4 definida no intervalo
(0,3).

Exercicio 7

Calcule um fator de integragao, fungdo de uma das variaveis x ou y, e calcule suas
solugodes:

i) yde —z dy =0, iii) ¥’ + a(z)y = b(z)
it) yde+ 2z —y*)dy=0

Solugao:

i) yde—xdy=20
M=y = M, =1
N =—zx = N, =—-1
A equagdo ndo € exata.

Ng

M, — . -
Entretanto observamos que —7—* = —%7 que é func¢do somente de x.

J=2/x de _ 1

Entao e =5 é um fator de integragao.
x

Multiplicando a equagao original por z% obtemos
1
Yde— = dy=0
x x
que € uma equagao exata (verifique!)
logo 3 o(z,y) tal que

Y
=2, *)
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_ 1 Yy
py=-—2 = o(z,y) = x+h(fv)

— po= 5 +H (@) (+%)
Igualando (*) a (**) concluimos que e h'(z) = 0, e entdo h(z) =c
Assim p(z,y) = Y ta

) xz

e a solucao geral da equagao é

% =c
it) ydoe+ 2z —y*)dy=0
M=y == M, =1
N =2z —¢? = Nz =2
A equagdo ndo € exata.
Entretanto observamos que W = i, que é fungao somente de y.

Entdo e/ /v % = y é um fator de integragao.
Multiplicando a equacao original por y obtemos

y? dr+ (2zy —y*) dy =0

que € uma equagao exata .

logo 3 ¢(z,y) tal que

oy = (2zy —y°). *)

o=y’ = oplz,y) =2y’ +h(y)

=y =2ay+h'(y) (%)
yt
Igualando (*) a (**) concluimos que e h'(y) = —4>, ¢ entdo h(y) = s
y
Assim o(z,y) = zy? — T
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e a solugao geral da equagao é

iii) y' + a(z)y = b(x)

Observe que a equagao dada é uma equagao diferencial linear ndo-homogénea
de primeira ordem.

Podemos escrevé-la sob a forma
b(x) —a(x de+ —1 dy = 07
[b(z) (z)y ] Y

M N

que nao é uma equagao exata.

M, — N, - .
No entanto % = a(x), funcao somente da variavel .

a(z) dz

segue-se que el é um fator de integragao.

o restante da solucdo ¢ como esta exposto na Aula 10 (com p(z) e g(z)
substituidos por a(z) e b(x) respectivamente ?)

ATENCAO, ATENCAO!"!! Dada M(z,y)dz + N(z,y) dy = 0, lembre que:

M, — Ny - ~ _ " .
Se yT é funcao s6 de x entao e/ My=Ne)/Ndz ¢ gator integrante
que s6 depende de .
Ny — My, o ~ [(Ng—M,)/Mdy .
Se —r ¢ fungdo s6 de y entdao e/ TNV é fator integrante

que s6 depende de y.

E muito importante respeitar a ordem das parcelas no numerador —2 ]; L para
que e (My—Naz)/N dz seja fungdo s6 de x.
Também ¢é fundamental nao esquecer de que o fator integrante é e My=Naz)/Ndz o
nao somente My = Ne

N .

Valem observacées analogas para fatores integrantes que s6 dependem de y, isto é:

- . . Nz — M,
E preciso respeitar a ordem das parcelas no numerador 7 para que

el (Nw=My)/M dy seja funcdo s6 de y.

Também é fundamental ndo esquecer de que o fator integrante é e (Na=My)/Mdy o

N, — M,
—

nao apenas

2Confira nas paginas 116 e 117 do médulo I
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