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Célculo Il - AD1 (2011/1) Gabarito Detalhado

12 Questao (2,5 pontos) O grafico de uma funcdo f consiste de um semicirculo e dois segmentos
X

de reta, como se vé na figura 1.1 a seguir . Seja F(X) = J f (t) dt
1

Figura 1.1

(a) Determine F(1), F(3) e F(-1).
(b) Determine todos os valores de X no intervalo aberto (—3,4) em que F tem um maximo
relativo.

(c) Escreva uma equacdo para a reta tangente ao graficode F em X=-1.
(d) Determine a coordenada X de cada ponto de inflex3o do gréfico de F no intervalo aberto

(-3.4).

(e) Determine aimagemde F.

Solugdo:
(a) Note de inicio que a fungdo F(X)é dada como uma integral de uma outra fungdo f(t).

Célculo de F(1): por simples substituicdo, fazendo X =1, fica

F(l):lj‘f(t)dt.

Como os extremos de integra¢do sao os mesmos (ambos iguais a 1), segue da definigdo que
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FL)=0.
Célculo de F(3): por substituicdo, fazendo X =3, fica

HQ:%GNL

Note que no intervalo [1,3] a fungdo f(t) é negativa, portanto pela definicdo 2.2 do caderno
didatico resulta que

3
If (t)dt =- drea da regido mostrada na figura 1.2 a seguir
1

Logo

3
J.f (t)dt =-drea do tridngulo de base 2 e altura 1 = —% =-1.Assim: F(3)=-1.
1

-1
Célculo de F(-1): por substitui¢do, fazendo X=-1, fica F(-1) = J. f(t)dt.
1

-1 1
Lembremos que J. f(t)dt=— J‘ f(t)dt (1)
1 -1
Como no intervalo [-1,1] a fungdo f(t) é positiva, segue pela defini¢do 2.2 do caderno didatico

1
que aintegral definida If (t)dt = &rea da regido mostrada na figura 1.3 a seguir
-1
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Figura 1.3

Note que o ponto (-1,0) é justamente o centro da semicircunferéncia de raio 2 que faz parte do
grafico da fungdo f (t) e a regido sombreada é exatamente um quarto de circulo de raio 2. Logo

1

1
J f (t)dt = drea de um quarto de circulo de raio 2 = Z.JZ.ZZ =7.
-1

Portanto, substituindo este valor em (1), temos que F(-1)=—-x.

(b) Lembremos que, pelo TFC,
F'(x)=f(x)
e facamos uma andlise no sinal de F '(X) para sabermos em que intervalos F é crescente ou

decrescente.
Pelo grafico de f (t), sabemos que

ft)>0em (-31) e (3,4) e f(t)<0em (1,3),
Ou seja, temos a seguinte tabela:

intervalos -3<x<l 1<x<3 3<x<4
F'(x) = f(x) + - +
F(X) / N\ /!

Os candidatos a extremos locais no intervalo (—3,4) s&o os valores de X para os quais F '(X) =0.

Neste caso, temos apenas X =1 e X =3 como candidatos.

Pela tabela acima e o teste da derivada primeira, X =1 é ponto de maximo local e X =3, minimo
local.

Portanto X =1 é o unico valor de maximo relativo no intervalo (—3,4).

(c) Atencdo: o exercicio pede a equagdo da reta tangente ao grafico da fungdo F(X)e n3o de
f (X). O gréfico de F(X) n&o é aquele dado no enunciado.

Pelo item (a), sabemos que F(-1)=—r.

Sabemos do calculo | que F'(—1) é o valor do coeficiente angular da reta procurada.

Pelo TFC, F'(-1) = f(-1).

Agora, por simples inspe¢do no grafico de f (X) na figura 1.1, temos que f(—1) =2, ou seja,

F(-D)=2.
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Assim, a reta procurada deve ter coeficiente angular 2 e passar pelo ponto de coordenadas (—1,—7)
Usando um pouco de geometria analitica, sabemos entdo que a equacdo da reta é obtida via
y—(-7)=2.(x—(-1)), ou seja
ly=2x—7+2]|

(d) Devemos analisar a mudanga no sinal de F"(X).
Novamente pelo TFC, sabemos que F'(X) = f(X)..
Derivando esta Ultima express3o (nos valores de X em que f(X) seja derivavel), obtém-se
F'"(x)=f'(x).
Assim, para estudarmos a variag3o de sinal de F"(X), devemos analisar o sinal de f '(X), o que
pode ser feito verificando em que intervalos f(X) é crescente ( f '(X) >0) ou decrescente (
f'(x) <0).

Por uma simples inspegdo na figura 1.1, temos a seguinte tabela:

intervalo —3<x<-1 “1<x<1 l<x<?2 2<x<4
f (x) / N\ N\ /
F"(x)=f'(x) + - - +
O graficode F U N N U

Portanto, o grafico de F muda de concavidade em X=-1 e X=2, e j& que existe reta tangente
nesses pontos, sdo estas as coordenadas X dos pontos de inflexdo de F(X).

(e) Vimos noitem (b) que F tem um ponto de maximo local em X =1 e um minimo local em

X =3, e pelo item (a) sabemos que F assume nestes os valores
F()=0e F(3)=-1 (*)

Para conhecer a imagem da fungdo F(X), resta saber se estes sdo os valores (maximo e minimo)
absolutos assumidos pela fungdo F(X) nointervalo [—3,4]. Lembre do célculo | que toda fungdo F
continua definida num intervalo fechado alcanga seu maximo e seu minimo absoluto neste intervalo.
Lembre que F ¢é derivavel no intervalo [-3,4] , logo F é continua no intervalo fechado dado.
Devemos assim determinar os valores de F(X) nos extremos do intervalo e compara-los com os ja

calculados em (*) para saber quais os extremos absolutos da funcao.
Célculo de F(-3):

-3 1
F(-3)= [f)dt=-[f()dt. (2)
1 -3
Como no intervalo [-3,1] a fungdo f (t) é positiva, segue pela definigdo 2.2 do caderno didatico

1
que a integral definida jf (t)dt = &rea da regiio mostrada na figura 1.4 a seguir
-3
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Figura 1.4
! 1
ou seja, I f (t) dt =4rea do semicirculo de raio 2 = E.;r.zz =2r.

-3
Substituindo este valor em (2) temos, portanto que

F(-3)=-2x (**)
Célculo de F(4):

H@:%awt

Agora, pela proposi¢do 2.2 do caderno didatico

%mmz%mm+%mm (i

=-1,item(a)
Como no intervalo [3,4] a fungdo f(t) é positiva, segue pela defini¢do 2.2 do caderno didatico que

4
a integral definida jf (t) dt = &rea da regido mostrada na figura 1.5 a seguir
3

Figura 1.5

4

11 1

Isto é If (t)dt = drea do tridngulo de base 1 e altura 1 = Pk
3

4
Substituindo em (i), tem-se If (tdt= —1+% = —% , OU seja,
1
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1
F(4)=—-— * % %
(4) 5 (*¥**)

4
Atencdo: Note na figura 1.6 que a integral definida If (t)dt é a diferenga das areas da regido
1

sombreada que esta por cima do eixo X e da regidao sombreada que esta por baixo do eixo X e
observe que neste caso o resultado foi um valor negativo porque a drea da regidao que esta por baixo
do eixo X é maior que a area da regido que esta por cima do citado eixo.

1 1 \ 1 1 1 1 1
:
i i i i i | i
ey L o JRE, (FNNUNS | NS SRS SRS
e B e
. - A4,
'4 = 'Q -;l 0 W ‘t 5
i i i i i i i i i
Figura 1.6

Comparando todos os valores em (*), (**) e (***), vemos que o minimo deles é F(-3)=-27 e o
maximo é F(1)=0.
Como F é continua, segue que sua imagem é [-27,0].

X 12
22 Questdo (2,5 pontos) Seja F:R—> R uma funcio definida por F(X)= J‘% dt tal
+
-1
que:
+ FO)=1 FW=2, F(8)=1+>43, FQ)=¢.

e IlimF(x)=1, limF(x)=1

X—>—00

Nestas condi¢des e sem calcular a integral definida encontre:
(a) Asequacdes das assintotas horizontais e verticais ao grafico de F.
(b) Em que intervalos F esta crescendo, em quais esta decrescendo?
(c) Em que valores de X ocorrem os valores de maximo ou minimo local em F .
(d) Em que intervalos o grafico de F é concavo para baixo? E em que intervalos, é cOncavo
para cima?
(e) Em que valores de X ocorrem os pontos de inflexdo?
(f) Esboce o graficode F .

Solugao:

2(1-x%)
(1+x*)?"

Como f(X) é continua paratodo X € R, temos que F ¢é derivavel paratodo X € R, em particular

(a) Seja f(x)= Segue do TFC que F'(X) = f(X).

F é continuaemtodo X € R. Portanto F n3o possui assintotas verticais.

Para verificar as assintotas horizontais, devemos atentar aos limites no infinito. Mas pelos dados do
exercicio, sabemos que
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lim F(x) :1:XIin]D F(x).

X—>—0

Portanto X =1 é a Unica assintota horizontal.

2011/1

(b) Como noitem (a), F'(X)= f(X) e sabemos que F é crescente nos intervalos em que

F'()>0 e decrescente naqueles em que F'(x)<0 .
Temos portanto que estudar a varia¢do do sinal da funcdo
2.(1-x?
f(=28"X)
@+x%)

2
Como ———
@+x°)
(respectivamente, f(X) <0, se e somente se, 1—x*> <0).
Agora:

1-¥* >0 X’ <le-1<x<1.
Com isso, temos a seguinte tabela

> >0, para todo XeR, temos que f(X)>0 se, e somente se, 1-x*>0

Intervalo x<-1 -1<x<1 x>1
F'(x)=f(x) - + -
F(x) N\ /! N\

Portanto F é crescente no intervalo (—1,1) e decrescente na unido dos intervalos (—o0,—1) e

(2, +0).

(c) Pelatabela doitem (b), segue que X=—1 é um ponto de minimo local e X=1, um ponto de

maximo local.

(d) Para estudar a concavidade, precisamos analisar a segunda derivada F"(X).

2
Pelo item (a), F'(X) = 2(1—)2(2) Derivando novamente obtemos:
@+x9)
. 2.(-2%).(L+ x?*)* —=2.(1— x?).2.(L+ x?).2x W —4x.(3—-x%?
- 22000 202020020 ) Ax(@-x)
@+x9) @+x9)
4
Como ——= >0, paratodo X € R, temos que
1+ x9)
F"(x) >0 se, e somente se, —X.(3—%*)>0 (*)
Analisemos o sinal de —X.(3—X):
intervalo Xx<—/3 —J3<x<0 0<x<+/3 x>+/3
—X + + — —
3-x° - - + -
—X.(3-x%) - + - +
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Pelo teste da segunda derivada, usando a tabela acima e a observagdo (*), temos que o grafico de F
é concavo para baixo (F"(X) <0) em (—oo,—\/g) e (O,\/§).
O grafico de F é concavo para cima (F"(x) >0) em (—\/§, 0) e (\/§, +0) .

(e) Os pontos de inflexdo sdo os valores de X em que se tem alteragdo do sinal da segunda
derivada e existe a reta tangente nesse valor de X (Observe que se sO se tem alteracdo no sinal da
derivada, pode acontecer que este ponto seja um ponto de quina).

Segue da tabela do item (d) que os pontos de inflexdo ocorremem X=—/3, X=0 e X= \/5, pois
nestes trés pontos existe mudanca de concavidade e, uma vez que F ¢é derivdvel em R  entdo
existe a reta tangente deF nesses pontos. Note que, pelos dados do exercicio, temos que

FO)=1 e F(iﬁ):li%\/g.

(f) Precisamos agora juntar todas as pecas obtidas nos itens anteriores para criar um esboco fiel
do grafico procurado. Note também que, como f (—1) estd bem definida, podemos afirmar, pela
- s T 2(1-t%)
definigdo 2.1 do caderno didatico, que F(-1) = J'j dt =0. Por outro lado, pelos dados
7 @+1%)
fornecidos neste exercicio, sabemos também que F (1) =2.
O esboco é mostrado na figura 2.1 a seguir

ArY
g~y rmsr ™ F
Y | | ~
________________ Y s s '_J___________
J 1i 1
\ P
s T |-J§/2 E :
- : > X
25 -l I G2
Figura 2.1
32 Questdo (1,5 pontos) Seja f(X)=2senXx, Xe[-x/2,37/4]
(a) Esboce o grafico de f
3r/4
(b) Calcule '[ f (X) dx e interprete o resultado em termos de dreas.
-7/2

(c) Encontre a area da regido limitada pelo grafico de f e pelo eixo dos X para X € [— 7r/2,0]

Solugdo:

(a) O gréfico dafuncdo f é exibido na figura 3.1 a seguir
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/\y
5 f(x)=2senx
24--f-a--
I\
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\ : 5 4
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\ I
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Figura 3.1

(b) Afungdo F(X)=-2c0S X tem como derivada

F'(x)=2senx = f(x).
Portanto, pelo TFC, temos que

3z

romer{3) (5o o 5[ ) oo

2

3z 3z
4 0 4

Lembre que [ f(x)dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx (*)
V.4 V.2 0

2 2

0
Como f(X) <0, para —% <x<0, j f (X) dx = -(area da regido R,), vide figura 3.2.

2

/\y
5 f(x)=2senx
Bl A2
-7 2 L "
k" l T 3% 7 7X
\\ :Rl 2 1
\ |
\ |
N\ |
A L2
Figura 3.2
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3

3 4
J& f(X)>0,para O0<x< Tﬂ Neste caso, j f (x) dx = drea da regido R, .
0

Substituindo os valores anteriores em (*) temos que
3

4
j f (X)dx = —(area da regido R,) + érea da regido R,.

NN

3z

4
Portanto, I f (X)dx representa a diferenga entre a area da regido R, e da regido Rl.

z
2

(c) Aregido procurada é a regido R, da figura 3.2 anterior.

0

Como visto no item anterior, | f(X)dx =-(area da regido R)) (*)

NN C—

0

Mas, [ f(x)dx=F(0)-F (-%) — (~2¢0s0) — (-2 cos(—%j - 21-(-2.0)=-2.

NN

Comparando com (*), segue que
area daregido R, =2.

42 Questio (2 pontos) Seja A a regido compreendida entre os graficos de X? =y3 e

Xx—3y+4=0.
a) Esboce a regido A .
b) Represente a area de R por uma ou mais integrais definidas em termos de X.
c) Represente a area de xR por uma ou mais integrais definidas em termos de Y.

d) Encontre a drea da regido R (Use a representagdo mais conveniente).
Solugao:

%

(a) A expressdo algébrica X2 = y3 pode ser reescrita como uma fungdo de X na forma y =X

3
ou como fungdo de y naforma X = yé e tem como grafico a figura 4.1
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/\y

x2:y3

Figura 4.1

A expressdo X—3Yy+4 =0 pode ser escrita como fungdo de x na forma y = ou como fungdo

de y como X=3Yy—4 e tem o grifico mostrado na figura 4.2
/\y

x-3y+4=0

g

Figura 4.2

Sobrepondo os graficos, obtemos a figura hachurada mostrada em 4.3

/\y

(8:4)
\], 1)

/ > X

Figura 4.3

Para obter os pontos de intersecao, precisamos resolver o sistema

X2= 3
y (*)
x-3y+4=0

Verifica-se facilmente que X=-1 e y =1 é uma solug3o.
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Isolando Yy na segunda equagdo e elevando ao quadrado fica
X =9y* - 24y +16.
Substituindo acima a primeira equagao de (*) tem-se:

Y’ —9y® +24y-16=0 (**)
Como ja sabemos que Yy =1 é solugdo de (**), dividimos o polinémio acima por Yy —1 e obtém-se:

3 2 2
Yy’ -9y +24y-16=(y-1).(y—-4)".

Portanto, Y =4 é a outra solugdo repetida do polindbmio (**) e usando isso em (*) vemos que a

abscissa correspondente é X =8, como mostrado na figura 4.3.

(b) Como esta visto na figura 4.3, para expressar a drea como uma integral em termos de X, ndo
é necessario fazer qualquer tipo de mudanga.
Neste caso:

AR) = j(%“—x%)dx

-1

(c) Pararepresentarmos a drea em termos de uma integral com relagdo a Y, devemos dividir a
regido da figura 4.3 em duas, como mostrado na figura 4.4

/\y
x=3y-4
i

Lo 1, x=y% !

/ ! -~
s g X

X=-y2
Figura 4.4

Neste caso:

A(R)=lj(y%— -y’ )dy+4j y2 - 3y-4 dy

0

A(Ry) A(Ry)
(d) Usando a expressdo mais simples obtida no item (b), tem-se:

2

A(R) = J'(X%A'—x%)dx=[%—gx% +§xj
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52 Questdo (1,5 pontos) A reta horizontal Y =K intercepta acurva Yy = 2X—3x%3 no primeiro
quadrante como mostra a Figura 5.1 . Determine K para que as areas das duas regides sombreadas
sejam iguais.

/\y

Figura 5.1
Solugdo:
Precisamos inicialmente descobrir as coordenadas dos pontos de interse¢do do grafico com a reta
y=Kk.

Considere a figura 5.2 a seguir e sejam a <b as abscissas dos pontos de intersec3o.

/\y

Figura 5.2

Neste caso a e b devem satisfazer a equagdo 2x—3x% =k , 0uU seja,

2a—3a®=k=2b-3p°
a.(2—3a2) =k= b.(2—3b2) (*)

Calculo de A, ;| observe a figura 5.3 a seguir ilustrando a regido A, .
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Temos que:

Area( A1) = (drea do retangulo de base a e altura K ) — (4drea sob o grafico da funcdo f no intervalo
[0,a]).0u seja:

A=ak- ?(ZX —3x%)dx

/\y

y=2x-3x3

a > X

Figura 5.3

Calculo de A, : Observe a figura 5.4 ilustrando a regido A, .
Tem-se que:
Area( A,) = (drea sob o gréfico da fungdo f no intervalo [a,b]) - (drea do retangulo de base

(b—a) e altura k). Ou seja:

A, = k](Zx—?)xg)dx— k.(b—a)

/\y
/)yZZ)C-:;X3
1@ y=k
L
a b >
Figura 5.4
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Portanto, A = A, é equivalente a
b E
[2x-3x*)dx—k.(b-a) =ak - [(2x—3x")dx
a 0
a b
= [(2x-3x%)dx+ [(2x-3x*)dx=ak +k.(b-a) =ak +kb-ka
0 a
b
= [(2x-3x*)dx =kb (*%)
0

b

d 3 3
Mas I(Zx—3x3)dx = (xz ——x4j =b*-=b".
0 4 0 4
Substituindo em (**), fica
b? —§b4 =kb
4

Usando (*), fica

b? —%b“ —b.(2—3b%)b =b%.(2—-30?).

Dividindo por b? tem-se

1—§b2 =2-3b?, ou seja,
4
—

3

2
Note pela figura que estamos interessados na coordenada b >0. Logo b = E .

4
Substituindo em (*), temos que |k = 5 .
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