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AP1- Equacgoes Diferenciais — 2012-2
Solucgoes!

Questdo 1 [2,5 pts]

Calcule uma familia a um parametro de solucdes para a equacdo
2. 2
2y +ay + (xy)” =4, x>0
2 2 " .
sabendo que y;(z) = — e yo(x) = — — sdo duas solu¢des particulares.
x x
Solucgao: Escrevendo a equacdo na forma normal

Y

/ 4 2
y -5+ +y =0,
X x

n . . 2
vemos que se trata de uma equacio de Riccati, para a qual y;(z) = —
x

é uma solucdo particular .

Fazendo a mudanca de variaveis

2 1
y=—+- 2 #0
oz
temos:
, 2 2 ) 4 1 4
- - - — e - . —
Y 2 22 y 2 22 xz

Substituindo ¥, ¥/’ e y? na equacdo proposta, obtemos

2 24 2 1 4 1 4

e S S =SS —=0
x2 22 2?2 2?2 xz 2?2 22 az
Simplificando os termos,
/
z 5) 1
25 =0
z rz z
1 . . ~ . 2
Também poderiamos escolher a solu¢do particular y2(z) = — —.
x



ou seja,

Z—=2-1=0
T

A solucdo geral desta equacdo diferencial linear ndo-homogénea de
primeira ordem é

2(z) = el ¥/7 4 (/ e I5/7 4 (1) dy + c)

Ou seja
z(x) = 24 eaf
4
Substituindo em y = 2/x 4 1/z, temos a familia a um pardmetro

de solucdes

2 4

y(w) = ;—i_ dexd —

Questao 2 [2,5 pts]

Calcule uma familia a um parametro de curvas planas definindo impli-
citamente solucdes de

1
2,3 / 3,2
- +2%2 =0
(xy I xQ)y Yy

Solugao:
Sejam

1
M:(x2y3—1+x2) e N =232

Observamos que
M, = N, = 32%*,
de modo que a equacdo é exata.

Existe F' tal que
oF 9 3 1

F R (1)
_— 2
oy Y (2)



Integrando (2) com relagdo y:

Fla,y) = =5~ +g(a) (3)

Derivando (3) com respeito a z e igualando a (1), obtemos

2 3 / 2 3 1
vyt g(2) =27y -
Assim,
g'(z) = N
1+ 22’
g(z) = —arctg(x),
e

3,3
F(z,y) = % — arctg(z).

As solucdes da equacdo proposta sdo definidas implicitamente pela fa-
milia de curvas plans

3,3
% —arctg(z) = c

Questdo 3 [2,5 pontos]
Determine a solucdo geral de

(2% — 2y + y*) dr — zy dy = 0, y>0ex >y

Solucao:

d
Reescrevendo a equacdo na forma (22 — zy + 4?) — zy d—y = (, temos
T

M(z,y) =2 —2y+y?>, e  N(z,y)=—zy,

que sdo funcdes homogéneas de grau dois.
Introduzindo a variavel v por meio da equacdo y = vz, temos

. d
y' = v + xv' e substituindo na equacdo (2? — zy + y?) — 2y d_y =0,
x

obtemos
[2° — z(vr) + (2v)?] — 2(zv) (v + V') = 0;
ou ainda (simplificando z* nas duas parcelas)

(1—v+v*) —v(w+zv)=0;



ou ainda

Separando as variaveis,

) o
l—v  x
Dai
d
/ ' dv= —x,
1—w T
i.é,
—1+1
/U + dv = d_x
1—w x
Portanto
1
/ Y dv :/ — 1| dv = d_x
1—vw 1—w T
Integrando,

—[ln(1—=v)+v]=Ilnx+k.
Ou (fazendo k = Inc)
—v—In(l—v)=lIncuz.
Substituindo v por y/x:
—(y/z) = Infc(z —y)],
que é a expressdo que define as solugcdes y(x) implicitamente.

Questdo 4 [2,5 pontos]
Mostre que para todo ¢ € R, se f(z) = %—4x2, entdo u(xy) = xy
é um fator integrante para a equacio
(2y* — 6xy) dv + 32y + f(x))dy = 0, x> 0.

Solugao:

o c
Substituindo f(z) por — — 42 obtemos a equacio
x

(2y* — 6xy) dv + (3:1:3/ + g — 4x2> dy =0 (4)

Devemos mostrar que ao multiplicar (4) por u(x,y) = xy obtemos uma
equacao exata.



Temos
w(x,y) [(2y2 — 6zy) dr + <3xy + g - 4962) dy] =0 <<
xy [(23/2 — 6zy) dx + (3:1:3/ + oo 4332) dy} =0 <
T

> (229 — 62°y?) dw + (32%y* + cy — 42°y) dy = 0.  (5)

[ S (.

M(z,) N(z,)

Temos
M, = 6xy* — 1222y = Ny;
provando que (5) é uma equacdo exata, como queriamos mostrar.



