CEC IER]
> Consorcm cederJ
Fundacao CECIERJ - Vice Presidéncia de Educacao Superior a Distancia

Calculo Il - AD1 (2010/1) GABARITO

2

12 Questdao (1,5 ponto) Use somas de Riemann para encontrar J. ()C3 +x)dx . Justifique o seu
-1

procedimento.

Solugao

Observe que a fungdo f(x) =X’ +x écontinuaem [-1,2] e portanto integravel em [-1,2].
Assim, J (x3 +x)dx=1lim Sn, para qualquer seqliencia (S,) de somas de Riemann de f em
n—oo

[-1,2].
Assim, considerando Ax, =x, —x,_, = bra_2-CD_3 , para b=2, a=-le k=1..,n
n n n

Observe que para cada inteiro 72 >1 consideramos os pontos:

a=-1=x,, x1:—1+§, x2:—1+2(§) yeens xk=—1+k(§) yeees xn:—1+n(§):2:b.
n n n n

Como 1, €[x,_ 1,xk] (podemos escolher por exemplo a extremidade direita dos sub- intervalos)

L, =x, =—1+k(;) . Logo,

F) = FA+C) = 1k + (14 k()
n n n

Assim, a Soma de Riemannde f(x)=x’+x sobre [-1,2] serd:

S,,=if(rk><xk—xk_1>=i[(—1+—> - 1+%>J<3>
k=1 k=1

2 3
=—Z[( 1+ 3——3k23—2+k33—3)+(—1+%)]

3 3
=—Z( 2+ k12 k23 k33)

ni4

n

6 36<, 81, 8l ,
SELA S FEih o) Ti o) SFLL) o

Pagina 1



Calculo 1l ADO1 - Gabarito 2010/1

:_g() 36(n(n+1)j g(n(m1)(2n+1)j+§(nz(n+1)zJ

2 n’ 6 n’ 4

a 18((n+1)J 2((n+1)(2n+1)j+§((n+1)2j
n 2 n’ 4 n’

Sn=—6+18(1+1j—2((1+ )2+ )) 81((1+1)2j
n 2 n

. . 1
Assim, lembrando que lim — =0, resulta:
n—oo N

2
j(x +x)dx=1im S, =—6+18(1)— ((1)(2)) 1((1)2)
|

ct12—274+ 80 s 8121
4 4 4

22 Questao (2,0 pontos)
X

N3do ha uma maneira simples para representar a funcado F(x) II sen’ t* dt .
0

Por exemplo, ndo podemos representar [ como somas, diferencas, produtos, quocientes ou

composicoes de fungdes elementares. Entretanto, podemos ainda obter muita informagdo sobre F
usando a 12 forma do Teorema Fundamental do Calculo, as propriedades da integral definida e
depois aplicando os métodos desenvolvidos no Calculo .

Faca o que se pede:
(a) (0,6) Dé o dominio de F . Explique por que F é derivavel para todo X. Encontre
F’(x) . F é continua ? Justifique sua resposta.

(b) (0,4) Encontre os nimeros criticos de F' Encontre os intervalos nos quais £ & crescente

(se houver) e os intervalos em que F' ¢ decrescente (se houver).0s maximos e minimos
locais ( se houver).

(¢) (0,8) Encontre os intervalos nos quais o grafico de F' ¢ concavo para cima (se houver) e

os intervalos em que o grafico de F ¢ concavo para baixo (se houver). Faga o estudo

detalhado da concavidade do grafico de F' nointervalo (—v27,v27).

(d) (0,2) Encontre as abscissas dos pontos de inflexdo do grafico de F (se houver).Justifique
sua resposta.

Solugao

(a) Verifica-se que o integrando f(t)Zsen2 t* é uma fungdo continua em R (pois é a

composicao de fungdes continuas em R ), logo pela 12 forma do Teorema Fundamental do
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X

Célculo temos que F'(x) II sen’ t* dt & derivavel em R e F’(x)=sen” x*. Por
0

outro lado do célculo I, sabemos que se F' é derivavel em R entio F é continuaem ]R_

(b) Observe que F’()C)=sen2 X2 :(senxz)2 para todo x€ R. Para achar os numeros
criticos de F' procuramos os pontos onde F’(x) =0 ou ndo existe F. Como neste caso

’ . . ; s ~ . . 2
F sempre existe os unicos numeros criticos sa0 0S numeros tais que Sen x =0

o x=nx para n=20,neN , isto é x=*nwr n=20,neN [Como

F’(x)=sen? x* = (sen x*)* = 0 para todo x€ R, podemos concluir que F' é crescente

em R e n3o existem nem minimo nem méximo relativo nos pontos criticos achados.

(c) F”(x)=(2sen x’cosx?)2x =2xsen 2x° (*)
F’(x)=0=x=0 ou sen2x’=0

& x=i1/”%,n=0,1,2,...

De (*) podemos ver também que o sinal de F” depende do sinal de 2x (que é uma func¢io
impar) e do sinal da fungdo y = sen’ (2x2) (que é uma fungdo par).
Por outro lado para justificar os valores da fungdo y = sen’ (2x2) nos intervalos abaixo,

mostraremos na Figura 2, um esbogo do grafico da fungdo y = sen’ (2x2) .

y N
f(x)=sen(2x?)

mgﬁg B EE

]

=W

Figura 2

Vamos fazer o estudo detalhado da concavidade do grafico de F  no intervalo

(—27x,~2x) , analogamente podera ser feito o estudo no resto do dominio. Neste intervalo

vemos que os humeros que anulam a segunda derivada para n =0,%*1,+2,43 sdo: -7, 0,

T 3z
i,/g , i\/; e i,/—. Observe que para n =14 temos que os extremos do intervalo
2

também s3o também zeros da derivada segunda de [
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Fundagao CECIERJ Consércio CEDERJ



Calculo 1l ADO1 - Gabarito 2010/1

Intervalos
3 RY/4 V.4 T
—\/27z<x<—‘f—” —,f7<x<—\/7r —\/ﬂ'<x<—‘/5 _"E<x<0
2

Sinal de 2x — — — -
Sinal de sen 2x” - + - +
Sinalde F”(x) + - + -
Concavidade do U N ) N

grafico de F

intervalos 0<x<\/E \/E<x<\/; \/;<x<\/§ \/g<x<\/g
2 2 2 2

Sinal de 2x + + + +

Sinal de sen 2x° + - + -

Sinalde F”(x) + - + -

Concavidade do gréfico U N U N

de F

Podemos afirmar entdo que o grafico de F é cOncavo para baixo nos intervalos da forma

...u(—\/%, —J7) u(—\/g, O)u(\/%,\/;) u(\/%, Lryu..

E o graficode F' é concavo para cima nos intervalos da forma
kY4 V4 V4 T
...u(—\/Zﬂ',—,/T)U(—\/;,—\/;)U(O,\/;)u(\/;,,/j)u... .

nix niw
(d) Entdo existe mudanga de concavidade nos pontos da forma (£, /T’F(i 7)),
n=0,1,2,... e dado que F ¢ derivavel em R existe reta tangente nesses pontos assim

podemos afirmar que esses pontos s3o pontos de inflexdo do grafico de F' por tanto as

nrw
abscissas dos pontos de inflexdo sdao da forma X = * 7, n=0,12,...

» Com base na informagdo encontrada (a)-(d), fornecemos na Figura 3 (sé para seu
conhecimento) o esbogo do gréfico da fungao F, Por outro lado apds a sexta semana de

aulas, vocé estara em condi¢Bes de mostrar analiticamente que F° é uma fungdo impar.

Pégina4‘
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yl\

y=F(x)= J sen() dt
0

Figura 3

32 Questado (3,0 pontos) Calcule
X

j cos(wtg t) dt

ENE

(a) lirrll

24x
X——
4 X I NP +1 dt
1
Justifique o seu procedimento em cada caso.

Solugao

d> X sent
(b)ﬁjo L N1+u® du |dt

a) Observe que entdo cos(wtgt)dt=0 e

o)

c

Q

=

Q.
o

=

p—
BNy

cos(rtgt) dt

Al

. 0
Assim, lim N - 6, portanto podemos aplicar a regra de L'Hopital

l X
74 sz‘ N2+ dt
1

laF TFC e f.composta

cos(wtgt) dt 4 j cos(mtg t) dt
dx o,

Blye—3

(=

Vx lim 2Jx

4
24x 1 2/x
7 xzj V2 +1dt R j J' NP +1de +2x_[ Nt +1 dt
1 X 1 1

%/—J
laF TFC e f.composta
Aplicando a 12 forma do Teorema fundamental do Célculo e a regra da cadeia resulta
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B lim 7T cos(mtg (ﬂx))

l
T4 (%) +1)\/_+2xj V2 +1 dt

1
l—'—l

m cos(ﬂ'tg (m)) T cos(mig (m— ))

= lim ’i(_l) — (4

1
T x (\/4x+ )+2xj Jeria G i (,/4 +D+2- jv: +1dt gﬁ

0
sent
()—IO U i du]dt
Observe que podemos escrever
sent
G(t)= j Ji+u' du=(Hog)t), onde H(t)= j Ji+u* du e g(t)=sent (1)

E claro que f(#)=+1+1* é uma funcio continua Vt€ R. Assim pela primeira forma do Teorema

Fundamental do Calculo podemos afirmar que H é derivavelem R e H () =4/ 1+¢* . Por outro
lado a fungado g(l‘) =sent éderivavelem R e g '(t) =CO0Sft, logo pelaregra da cadeia

G=Hog éderivavelem R e

G(t)=(Hog)(t)=H'(g(1)) g'(t) =(J1+(sent)* Y)cost =cost/1+sen’ ¢ (2)

Por outro lado

2 o X sent X
d—z ( Vi+u® du}dt——j G(1) dt—— 4 I G(1t) dt (3)
dx de| JO
F(x)
F'(x)

De (2) sabemos que G é derivavel em Rlogo é continua em R assim pela primeira forma do

Teorema Fundamental do Calculo temos que F(x):J‘O G(t)dt é derivivel em R e

F'(x)=G(x) Vxe R (4)

Substituindo (4) em (3) temos que

d> X senft d d )
el [ Vi+u' du dtﬁd—F(X)ﬁd—G(X)=G(X)ﬁcosx\/1+sen4x

0 1 (3) ax 4) ax (2

42 Quest3o (2 pontos) Seja A a regido compreendida entre os graficos de
y2 =x’e x= y> +y—1 sobreointervalo —1< y<1.
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a) Esboce a regiso A .

b) Represente a drea de A por uma ou mais integrais em relagdo a variavel x.
c) Represente a dreade A por uma ou mais integrais em relago a variavel y.

d) Encontre a area da regido A usando a representacio mais conveniente.

Solugao

a) Oesbogoda regiéoﬂ é apresentado na Figura 4.

Observe que o grafico esta limitado pela pardbola semi-cubica yz:x3 e a parabola
x:y2+y—1 esta Ultima equagdo depois de completar quadrados transforma-se em
1

x= y2+y+i—l—zz(y+%)2—%, isto é x—i—%:(y—f—%)z ou seja, uma parabola de vértice

1
em (—Z,—E) e que abre para a direita . Como —1 < y <1 resulta que a regido pedida é:

A=

e
=
()
=

x=y*+y-1-—"
Figura 4
Observe que se Y = —1 as interse¢Bes com a parabola x = y +y—1da
x=(—=1)?4+(=1)—1=—1 e com a parabola semi-ctbica y2 = x° da x=1. Obtemos assim os

pontos de interse¢do (—1,—1) e (1,—1)
Se y=1 a intersegio com a parabola x=y>*+y—1da x=(1)>+(1)—1=1 e com a parabola

semi-cubica y2 = x° datambém x :1’ entdo as trés curvas tem interse¢do no ponto (1,1)

b) Represente a dreade A por uma ou mais integrais em relacdo a variavel x.

Note-se que da equagdo x = y2 +y—1 temosque 0= y2 +y—1—x,istoé,
—1Ey1+4d+x) —1£+/5+4x
2

Y 4+y—(1+x)=0 .Assim, y= 5 =

Pagina 7
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5 1 5+4
Portanto para x> _Z temos duas fungdes: y = _E+$ que é ramo superior da
. I 5+4x . . .
parabola e y= _E_T qgue é o ramo inferior da pardbola.
/\y
i+J5+4x
Y=2"73
X
ey =x*
1 X 3
A y==X
/ \ ==l
_ -1 _J5+4x
Yy=2°73
Figura 5

Observe que neste caso devemos dividir a regido em 4 sub-regides R,R,, R,e R, . Assim
A(R)=A(R)+A(R,)+A(R;)+ A(R,)

Levando em conta as informacgdes obtidas em (a) e (b) podemos concluir que

I V5+4x 1 N5+4x t 1 N5+4x

1
A(R) = -——+ - dx+| [-=+ -(=Dld
()_jﬁ[2 (5 2>]x_jl[2 ——(Dldx

4 ARy)

A(Ry)

1 / 3 1 3

+| - 5+4x—x2]dx+j (=x2 = (=1))dx

0 2 2 0

A(Ry) A(Ry)

-1 0
AR)= | 5+dxdu+ | [%+ “5;4x]dx
3 -1

4
3

1 [ 3 1
+ [—l+ﬂ—x2]dx+-‘. (—x? +1)dx
0 2 2 0

¢) Represente adreade A por uma ou mais integrais em relacdo & variavel y.

Pégin38
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l\y

=¥

Figura 6

Neste caso podemos calcular a drea sem necessidade de dividir em regides,
2 1 2

1 = =
AR) = [ [y3=(y*+y=Dldy = [ [y* =y’ =y+Dldy
-1 -1

d) Para calcular a area usaremos a representa¢do em relagdo a varidvel y

-1

6 2 18—-10+30 38 | .
+2=—————=— unidades de area.
5 3 15 15

52 Questao (1,5 ponto) A figura seguinte mostra uma reta horizontal y = ¢ interceptando a curva

y= 8x—27x’. Ache o nimero ¢ tal gue as areas das regides sombreadas sejam iguais.

Solugao

Queremos achar o nimero C tal que as areas das regides sombreadas sejam iguais, observe que a
reta y = c corta a fungdo dada em dois pontos, suponha que esses valores si0 X=a e x=»b

onde 0 < a <b.Temos entdo que
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c=8a-27a°
c=8b-27b°

Como as areas sombreadas sdo iguais resulta que

a b
j [c—(8x—27x%)]dx= j [8x—27x%)—cldx
0 a

Integrando cada membros temos

474 2 b

2 4
—8%+27xT :(8%—27%)—cx

0 a

ca—4a* +2—a4 = (4b* —2194)—cb—[(4a2 _Z
4 4 4

a*)—ca]

at b*
ca—4a*+27—=4b*-27-——cb—4a> +27—+ca

4 4 4
0=4p? — 247194 ch

Substituindo (2) na equacdo(3) obtemos

0=dp? = 2L bt —(8b—27b")b = 4b> — 2
0=b*(- 4+—b2)
Como 0<b entdo 4=§b2<:>b2:E
4 81
p=2
9

Substituindo (4) em (2) resulta que

; 27 g 1 07pt = —dp? 4+ 81

32 64 _96-064 32

c=82-27Cy =24 -2 -2
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