Aula

AUTOVETORES E AUTOVALORES
DE M ATRIZES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender os conceitos de autovalor e autovetor;
reconhecer um escalar como autovalor de uma matriz;
reconhecer um vetor como autovetor de uma matriz.
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Lembre queM,(R)
denota o conjunto
das matrizes
quadradas de
ordemn com
elementos reais.
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AUTOVETORES E AUTOVALORES
DE M ATRIZES

Bem-vindo ao seu proximo curso éégebra Linear. Ele se desen-
volvera em torno de conceitos fundamentais como autoeatartove-
tor de uma matriz. Esses conceitos sao de fundamental tiamooa na
Matematica pura e aplicada e aparecem em situacdes maisogerais
gue as consideradas aqui. Os conceitos de autovalor e tarttarabém
sao usados no estudo das equacdes diferenciais e sstiamanicos:
eles fornecem informac0des criticas em projetos de Brayéne surgem
de forma natural em areas como a Fisica e a Quimica.

_~ Neste modulo vamos continuar os estudos iniciados no algso
Algebra Linear |, sobre as matrizes quadradas (ajj) € Mn(R) e as
transformacoes lineares definidas pela matriz

O objetivo principal desta aula & apresentar os conceitudaimen-
tais de autovalor e autovetor de uma ma#tiz

Definicao 1.1.

Dada uma matriA € M,(R), o nUmero reak &€ chamadautovalor
de A se existe um vetor nao-nwoc R" tal que

Av = Av. (1.1)

Todo vetor ndao-nule que satisfaca (1.1) & chamado antovetor
associadqou correspondendeao autovalon. Os autovalores também
sao chamadogalores popriosou valores caracteisticos e os autove-
tores sao chamadwstores popriosouvetores caractésticos Verifica-
se que para todo vetar = av, a € R*, temosAw = Aw, isto &, qual-
guer multiplo escalar nao-nulo dgambém & um autovetor deasso-
ciado ao autovalok. De fato,

Aw=A(av)=aA(V) =a(Av)=A(av) =Aw.

Vale também observar que na equacao (1.1) estaremoseseomp
siderando o vetor na forma de uma matriz columex 1.

E facil determinar se um vetor & autovetor de uma matrizdémn
é facil decidir se um escalar & autovalor de uma matrifariles como
iSSO & feito nos seguintes exemplos.



[ Exemplo1.1. |

Sel €& a matriz identidada x n, entao o Gnico autovalor & = 1.
Qualquer vetor nado-nule de R" & um autovetor dé\ associado ao
autovalorA =1, pois

lv=v=1v.

[ Exemplo1.2. |

Vamos verificar se 0s vetores e v sao autovetores dA, onde
A= 2 Y u=(1)ev=(1
~\-53)"7 \1 -\ 2 )

Solugao:

Para identificarmos se &€ autovetor déA devemos verificar se existe um
escalad € R tal queAu = Au. Temos que

me(23)(1)-(2)—=(1)-=

Assim,u = (1,1) é autovetor dé com autovalor correspondeme= —2.

No caso do vetov, temos
-3 1 1 -1 1
e (Ce3) (o) ()7 (2)

Assim, nao existe escaldr € R tal queAv = Av e, consequentemente,
v = (1,2) ndo & um autovetor da matrg

Na Figura 1.1, podemos ver os vetores= (1,1), v= (1,2) e a
acao geomeétrica da transformag&e— Aw em cada um deles, onde

W= (X,Y).

AULA ! MODULO 1
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Figura 1.1: Agao geométrica da transformagée- Aw.

[ Exemplo 1.3. |

Verifique se o escalar 5 & um autovalor para a matriz

A= ( g 2 ) e determine os autovetores associados a esse autovalor.

Solugo:

Usando diretamente a definicdo de autovetor e autovalomndematriz,
temos que o escalar 5 & autovalorAdse e somente se a equacao

Av = 5v (1.2)
possui uma solugao nao-nula= (x,y) € R2. Mas a equacao (1.2) & equiva-
lente & equacgao

Av—5lv = (A—5)v=0. (1.3)

Assim, precisamos achar uma solu¢cao nao-nula para s¢sma linear
homogéneo. Primeiramente, calculemos a matriz

50 50 5-5 0 0O O
A_S'_(z 1>_<o 5>_( 2 1-5)‘(2—4)'
Portanto, o sistema linear homogéneo (1.3) pode ser@soniho

(2-2)(5)-(5) @

Para resolver esse sistema linear, use as técnicas derssnahto de ma-
trizes desenvolvidas no curso A&gebra Linear I. Escreva a matriz ampliada

10 CEDERJ



do sistema linear (1.4)
0 0O o
< Y ) (1.5)

Aplicando as operagdes elementares em linhas, vemos mpadria esca-
lonada correspondente a matriz (1.5) &

(5 39)

e o sistema linear homogéneo correspondente a essa matriz

x— 2y = 0. (1.7)

AULA ! MODULO 1

Como todo vetor da formézt,t) € R?, comt € R, & uma solucao para
o sistema (1.7), temos que esse sistema possui infinitagdesle, assim, &
possivel e indeterminado. Portanto, todo vetor da forma(2t,t) € R2, com
t € R*, &€ um autovetor associado ao autovalce 5. De fato, verifica-se que

e (£2)(3)-(8)-+(2)-»

para todd € R*.

No exemplo anterior, podemos observar que a equivalemtra e
as equacoes (1.2) e (1.3) vale, claramente, para quadgaatarA no
lugar deA =5 e para qualquer matrix. Assim,A € R & um autovalor
da matrizA € Mp(R) se e somente se o sistema linear homogéneo

(A—Al)v=0 (1.8)

possui uma solugao nao-nwa R". O conjunto de todas as solucdes
do sistema (1.8) € o nlicleo (ou espaco-nulo) da mAtrid | . Portanto,
pelo visto no curso ddélgebra Linear I, este conjunto solu¢do & um
subespaco vetorial dB" chamadoautoespacala matrizA associado
ao autovalon, denotado por EX).
. 50

No caso da matriA = 5 1 do Exemplo 1.3, o autoespaco
associado ao autovaldr=5 € a reta formada por todos os multiplos
escalares do autoveter= (2,1). Geometricamente, esse autoespacgo &
a reta que passa por (2, 1) e pela origem. No Exemplo 1.2, veueos
autoespaco associado ao autovaler —2 é a reta que passa pdr, 1)
e pela origem, como mostrargura 1.2.

CEDERJ 11
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Autoespaco para i=-2
/" Mult.por5

-

Autoespaco para 3=5

Figura 1.2: Autoespacos parth=5eA = —2.

[ Exemplo1.4. |

4 -2 -3
SejaamatriA=| -1 5 3 |]. Verifique queA =3 & um
2 -4 -3

autovalor deA e determine uma base para o autoespaco associado.

Solugao:

Para verificar que\ = 3 & um autovalor de A devemos encontrar uma
solug&o nao-nula = (x,y,2) € R3 do sistema linear homogéneo

(A—3l)v=0. (1.9)

Para ver isso, consideremos primeiramente a matriz

4 -2 -3 1 00 1 -2 -3
A-3 = -1 5 3]-3{0o10]=(-1 2 3
2 -4 -3 0 01 2 -4 -6
Assim, o sistema (1.9) pode ser escrito como
Xx—2y—3z=0
—X+2y+3z=0 (2.10)
2X—4y—-6z=0

12 CEDERJ



Novamente, resolvemos este sistema linear usando osos&i@d tecnicas
estudados na Aula 7 do curso Akgebra Linear I. A matriz ampliada do sis-
tema linear (1.10) é

1 -2 -3 0
-1 2 3 0
2 -4 -6 0

e é facil ver que a matriz escalonada equivalente a ess& m@iatpliada &

1 -2 -3 0
0 0 0O O
0 0 0O O

cujo sistema linear homogéneo & dado por

x—2y—3z=0. (1.11)

Sabemos que as solu¢des dos sistemas (1.10) e (1.119 s@@smas. Ve-
mos que o sistema (1.11) possui duas variaveis livres,, lpgssui infinitas
solugdes e, portantgy = 3 € um autovalor da matria. Expressands em
termos das variaveige z obtemos que

X=2y+3z

Escrevendy=kc R ez=t € R, temos que todo vetor nao nulo na forma
(2k+3t,k,t) comk, t € R
& um autovetor associado ao autovalor 3. Assim, o conjunto
S={(2k+3t,k t);k t € R} = {k(2,1,0)+t(3,0,1);k, t e R} C R®

€ 0 autoespaco associado ao autovalets 3. Vemos que esse subespaco é
gerado pelos vetores
u=(2,1,0)ev=(3,0,1)

e, sendo linearmente independentes, formam uma base patzspacd.
Geometricamente, o subespaSoepresenta o plano d&* que passa pela
origem e & gerado pelos dois autovetares (2,1,0) ev = (3,0,1).

AULA ! MODULO 1
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Multiplicacao
por A

—

Auto-eg 7
pacd
Auto-espacq para ;. ara \—3 >

Figura 1.3: A age como uma expansao no autoesgRgo

Observe, neste exemplo, que a imagem de qualquer elemaotouhd
w € Spela acado da matria & novamente um elemento do autoesp&gisto
€, um autovetor dé associado ao autovalar= 3. De fato, senddu, v} base
do autoespacs, temos que existem escalaged € R tais que

w = au -+ bv

Comou eV sao autovalores d& associados ao autovaldr= 3, temos

Aw A(au+bv) = A(au) +A(bv)
aA(u) +bA(v) = 3au + 3bv

= 3(au+bv)=3wesS

ComoAw € Sparatodow € S diz-se que 0 autoespa@ umautoespago
invariantepela acao da matria.

14 CEDERJ



. Verifique sev = ( (1) ) eu= ( 2 ) sao autovetores da matriz

A= < 8 2) Determine os autovalores correspondentes. Este

exercicio mostra que, apesar de o vetor nulo nao podeunterea
tor, &€ possivel ter autovalor igual a zero.

. Verifique sev = 1 € autovetor da matriz

4
-3 1 . .
A= 3 8 . Caso seja, determine o autovalor corresponden-
te.
4
. Verifique sev = | —3 | €& autovetor da matriz
1
3 79
A=| -4 -5 1 |. Caso seja, determine o autovalor corres-
2 4 4
pondente.
. 4 -2
. Dada a matriA = 3 g )com autovalon = 10, deter-

mine uma base para o autoespaco associado a esse autovalor.

4 -1 6
. SejaamatriA=| 2 1 6 |. Verifique seA =2 & um au-
2 -1 8

tovalor deA e determine uma base para o autoespaco associado a

esse autovalor.

. Mostre que s& & um autovalor correspondente ao autovetor
entao ele & Gnico, isto &, nao existe escalaR, a # A, tal que
Av =av.

AULA ' MODULO 1
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Aula

AUTOVETORES E AUTOVALORES DE
MATRIZES — CASOS ESPECIAIS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

reconhecer casos especiais de autovalores;
caracterizar a exig8hcia de autovalor zero;

familiarizar-se com demonstrdgs envolvendo auto-
valores e autovetores.



Algebra Linear Il | Autovetores e Autovalores de Matrizes — Casos Especiais

AUTOVETORES E AUTOVALORES DE
M ATRIZES — CASOSESPECIAIS

Na Aula 1, vimos os conceitos de autovalor, autovetor e apaug.
Nesta aula, vamos continuar a explorar essa conceit@mg@xemplos
e casos particulares muito importantes.

No primeiro exemplo, a matria & triangular superior e veremos
gue os autovalores sao facilmente calculados.

[ Exemplo2.1. |

Calcule os autovalores da matriz
16

2
A=| O 1
0 3

2
0

Novamente, pela definicao, temos que o escalarR & um auto-
valor da matrizA se e somente se o sistema linear homogéneo

(A—Al)v=0 (2.1)

possui uma solugao n&o-nula= (x,y,z) € R3. O sistema linear (2.1)
pode ser rescrito como

(1-A)x+6y+2z=0
(2-A)y+z=0 (2.2)
(3—A)z=0.

Sabemos que o sistema (2.2) possui uma solucao nao-nula
(x,y,2) € R® se e somente se existe uma variavel liEefacil ver que
ISSO acontece se e somente se pelo menos um dos coeficianttsim
A €igual a zero (um dos elementos da diagonal principal dazrees-
sociada €& zero). E isso, por sua vez, acontece se e somehtose
igual a 1, 2 ou 3, que sao exatamente os valores da diagoneipad
da matrizA.

Na verdade, este procedimento também é valido no casaiera q
matrizA € Mp(IR) & matriz triangular inferior. Assim, temos o seguinte
teorema:

18 CEDERJ



Teorema 2.1.

Os autovalores de uma matriz triangular (superior ou iofggao
os elementos de sua diagonal principal.

No proximo teorema, veremos em que condi¢des uma matsyd
algum autovalor igual a zero.

Teorema 2.2.

Uma matrizA de ordenn tem autovalor igual a zero se e somente
seA & uma matriz ndo-inversivel.
Demonstraéo

Usando as definicdes de autovalor e autovetor, sabemds &uen
autovalor da matriA se e somente se existe um vetor nao-mikd que

Av = Qv. (2.3)

O sistemal linear (2.3) é claramente equivalente ao sistemagéneo

nxn
Av =0. (2.4)

Do curso de&lgebra Linear I, o sistema (2.4) possui solu¢cao nd@mbre que def)
nula se e somente se g&t = 0. E defA) = 0 se e somente se a matriz denota o
A é nao-inversivel. determinante da

matriz A.

[ Exemplo2.2. |

Calcule os autovalores da matriz

1 2 3
A= 00 4
0 05
Solugo:

Pelo Teorema 2.1, os autovaloresAlsao os elementos da diagonal prin-

cipal, ou seja, os autovalores sao 0, 1 e 5. Observe tambénpsgndo 0 um
CEDERJ 19
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autovalor deA, pelo Teorema 2.2 a matrizé nao-inversivel.

Teorema 2.3.

Se) & um autovalor de uma matrg entioA X & autovalor da matriz
AKX para todck € N*,

Demonstraéo

Pela definicao, s& & autovalor da matria, entao existe vetor nao-
nulov tal que
AV =Av. (2.5)

Multiplicando a equacao (2.5) péy, temos
A(Av) = A(Av),

0 que nos da
A?v = AAV = A(AV) = A%y,

ou seja,
APV = A?v. (2.6)

Obtemos, assim, que? & um autovalor da matri&? com autovetor
correspondente. Analogamente, de (2.6), obtemos que

Adv = A3y,

e isso significa qua ® & autovalor da matriA® com autovetor corres-
pondentey. Continuando esse procedimento, obtemos que

Av = AKv para toddk € N*.

Assim, Ak & autovalor da matriak com o mesmo autovetor associ-
adov.

[ Exemplo2.3. |

Calcule os autovalores de uma matizjue satisfa’A? = 0, isto &,
A? & a matriz nula.



Solugao:

SeA & um autovalor da matri&, entdo, pelo Teorema 2.32 &€ um auto-
valor da matrizA? e, portanto, existe vetor nao-nuldal queA?v = A%v. Mas
A? = 0 & a matriz nula, entao

A%v =0,

e, comov & um vetor nao-nulo, entdo & necessario dde= 0 e, portanto,
A =0. Assim, obtivemos o resultado que afirma que, se uma mfaérial que
AZ = 0, entao seu Unico autovaloné= 0.

AULA ! MODULO 1

Uma das propriedades mais importantes dos autovaloraggeap
tada no proximo teorema e sua demonstracao ilustra loulo&due &
tipico de autovalores e autovetores.

Teorema 2.4.

Sejamvy, Vo, ...,V autovetores de uma matrk, associados aos )
.. . ~ . Este teorema sera

autovalores distintod;, Ao, ..., Ak, respectivamente. Entao o conjunto d
PUT . empregado em
{v1,Va,...,vi} & linearmente independente. pregado em
outras aulas mais a

frente.

Demonstraéo

Sendov; vetor nao-nulo, & claro que o conjunto unitafie;} &
linearmente independente. Vamos estabelecer{que»} também &
linearmente independente. Sejaire ¢, constantes tais que

C1V1+Covpr = 0. (2.7)

Vamos mostrar que; = ¢ = 0 e, consequentemente, o, va}
& um conjunto de vetores linearmente independentes.

Multiplicando a equacao (2.7) pap, obtemos

C1A2V1 + CoAovo = 0. (2.8)

Multiplicando também a equacdo (2.7) p&; e usando que
Avi = A1v1 e Avo = Aovp, obtemos, para o lado esquerdo da equacao,
que

A(C]_Vl + Csz) = A(C]_V]_) + A(Csz)
= C]_A(V]_) + CzA(Vz)
= C1A1V1+CoAovo,

enquanto para o lado direito temA6 = 0. Assim, o resultado de se

CEDERJ 21
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multiplicar a equacgao (2.7) péré

C1A1V1 + CoAgvo = 0. (2.9)

Subtraindo a equacao (2.9) da equacao (2.8), vemossipegyandas
parcelas se cancelam, sobrando

C]_()\z — )\1)V1 =0.

Comov; é vetor ndo-nulo, entdo é necessario gud, — A1) = 0.
E comoA; # A, segue que; = 0. Substituindo esse valor de volta
na equacao (2.7), obtemosv, = 0 e, comov, também €& vetor nao-
nulo, entao & necessario qoe= 0. Assim, concluimos qufv,vo} €
linearmente independente.

Vamos agora dar o passo seguinte, isto &, estabelec¢vgwe,vs}
€ conjunto linearmente independente. Seganc, e c3 constantes tais
que
C1V1+ CpVvo +C3v3 = 0. (2.10)

Se mostrarmos qug = ¢; = ¢z = 0, concluimos quévy, v, v3} €
conjunto de vetores linearmente independentes.

Multiplicando a equacao (2.10) pasg, obtemos
C1A3V1 + CoA3Vo + C3A3v3 = 0. (2.11)
Multiplicando a equacgao (2.10) também pAr e usando que

Avi = A1v1, Avo = AV, e Avg = A3vs, obtemos, para o lado esquerdo
da equacao, que

A(C]_Vl +Covo+ 03V3) = A(ClV]_) + A(Csz) + A(Cng)

= ClA(V]_) + CzA(Vz) -+ CgA(Vg)
= C1A1V1+ C2AnVo + C3A3v3,

enquanto para o lado direito temA6 = 0. Assim, o resultado de se
multiplicar a equacao (2.10) péré

C1A1V1 + CoAoVo + C3A3vy = 0. (2.12)

Subtraindo a equacao (2.12) da equacao (2.11), venoag)ter-
ceiras parcelas se cancelam, sobrando



C1(A3—A1)V1+Co(A3—A2)v2 =0.

Comov; e v, sao linearmente independentes, entao &€ necessario
queci(Az— A1) =0 ecp(Az3—A2) = 0. E comoAz # A1 e A3 # Ay,
segue que; = ¢ = 0. Substituindo esses valores de volta na equacao
(2.10), obtemogsvs = 0 e, comovs também €& vetor ndao-nulo, entao
€ necessario queg = 0. Assim, concluimos quévi,vy,v3} € linear-
mente independente.

Assim, sabendo quévy,...,vy} € linearmente independente, va-
mos mostrar, da mesma forma como foi feito nos casos argerique
{V1,...,Vn,Vntr1} também & linearmente independente. Sejam
C1,.-.,Cn,Cphr1 CONStantes tais que

C]_Vl + e + CnVn + Cn+an+1 — O. (213)

Multiplicando a equacao (2.13) pag obtemos

Cl/\n+1V1 + . e + Cn/\n+1Vn + Cn+1)\n+1Vn+1 - O (214)

Multiplicando a equacao (2.13) também pAr e usando que
Avi = A1V1,...,AVhi1 = Anr1Vne1, Obtemos, para o lado esquerdo da
equacao, que

A(C]_V]_ +...4+ChVh+ Cn+1Vn+1) = A(C]_V]_) +...+
+A(CaVn) +A(Cnt1Vni1)

= C]_A(V]_) + ...+
+CnA(Vn) + Cnt1A(Vnt1)

= CAV1+...+
+CnAnVn + Cn1An+1Vnt1,

enquanto para o lado direito temA6 = 0. Assim, o resultado de se
multiplicar a equacao (2.13) péré

C]_)\]_V]_ —|— “e. —|— Cn)\nVn —|— Cn+1)\n+1Vn+1 — O (215)

Subtraindo a equacao (2.15) da equacao (2.14), venesjuitimas
parcelas se cancelam, sobrando

C]_()\n+1 — )\1)V1 + ...+ Cn()\n+1 — )\n)Vn =0.

AULA ! MODULO 1
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Comovy,...,V, s@o linearmente independentes, entao & necessario
que ci1(Any1 — A1) = 0O,...,ch(Ans1 — An) = 0. E como
Ant1 # A1,...,Ant1 # Ap, Segue que; = ... = ¢, = 0. Substituindo
esses valores de volta na equacao (2.13), obtemeg,,1 =0 e, como
Vhi1 também & vetor ndo-nulo, entdo & necessariocque0. Assim,
concluimos quévy,...,vn,Vn+1} € linearmente independente.

5 1) determine seus autovalores e uma

1. Dada a matriA = ( >
base para 0 autoespaco associado a cada autovalor.

1 00
2. DadaamatriA=| —3 1 0 |, determine seus autovalores
4 -7 1
e uma base para o0 autoespaco associado a cada autovalor.

-1 3 5
3. Dada a matri’A = 0O 2 4 |, calcule os autovalores das
0 01
matrizesA? e A3.

4. Mostre queA e Al ttm os mesmos autovalores.

5. Dada a matriZA, n x n, mostre que sd&2 & um autovalor no-
negativo deA?, entdoA ou —A & um autovalor parA.



Aula

POLIN OMIO CARACTERISTICO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito de pdlimio caractdastico de
uma matriz;

compreender a relag entre as iaes do poli@mio
caracteistico e os autovalores de uma matriz;

desenvolver habilidades para calcular autoespacos as-
sociados a autovalores de uma matriz.
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Pré-requisito:
Sistema linear
homogéneo
(Algebra Linear I).
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PoLIN OMIO CARACTERISTICO

Nesta aula, apresentaremos uma formula sistematicddéareos
autovalores de uma matriz quadrada de ordem A cada matriz
A € Mp(R) associaremos um polindmio que tem a propriedade de suas
raizes serem exatamente os autovalore&.d&ntes de apresentarmos
formalmente esse polindmio, vejamos, através de um exeropmo
ele surge naturalmente.

[ Exemplo3.1. |

, 11 ,
Determinar os autovalores de= ( 5 4 ) € Seus respectivos

autovetores associados.
Solugo:

Queremos encontrar os nimeros reki® todos os vetores nao-nulos
v = (x1,%) € R? satisfazendo a equagao

Av=Av, (3.1)

(23)(2)(2) e

A equacao (3.2) representa o sistema linear

ou seja,

X1+ X = AXg
_2X1+4X2 - AX27

ou ainda,
{ ()\ —1)X1—X2=0 (33)

2X1 + (A — 4)X2 =0.

As equacdes anteriores (3.3) formam um sistema linearogéneo de
duas equacdes e duas incognitas. Como ja foi visto repaieAlgebra Li-
near |, o sistema linear homogéneo (3.3) possui solugaennla(xz,x;) se
e somente se o0 determinante de sua matriz associada forowgeja, se e
somente se

=0. (3.4)

Isto significa que
A=1(A—-4)+2=0,



—
ou ainda, O
A2—-51+6=0, (3.5) 2
ou também, g
A=2)(A-3)=0.
Portanto, quando esta Ultima equacao € satiskeftasume os valores 2 ou
3. Assim,A; = 2 e A, = 3 sao os autovalores da mat#iz g
. <
Para encontrarmos os autovetores (x3,Xz) € R? associados ao auto-
valor A; = 2, formamos o sistema
Av = 2v,
11 X1 —9 X1
-2 4 X2 o X2 ’
0 que nos da o sistema linear
X1 +Xo = 2Xg
—2X1 =+ 4X2 = 2X2
ou ainda,
X1—X% =0
{ 2x1 — 2% = 0. (3.6)
Observe que poderiamos ter obtido este Gltimo sistereardinomogéneo
substituindo simplesment® = 2 na equacao (3.3). Escalonando o sistema,
obtemos que as solu¢des do sistema homogéneo (3.6) sao
X1 =X exp =1, senda qualquer valor real
Portanto, todos os autovetores associados ao autovaler?2 sao dados
porv = (t,t), sendat um numero real ndo nulo qualquer. Assim, todos esses
autovetores sao multiplos do vetor (1, 1). Em particwar= (1,1) & um
autovetor associadoX = 2.
Analogamente, para encontrarmos 0s autovetores asse@adoo auto-
valor A, = 3 obtemos, de (3.3), o sistema linear homogéneo
(3— 1)X1 —X =0
2X1 + (3—4)X2 =0
ou, equivalentemente,
2X1 —Xo = 0
g
{ 2X1 —Xo = 0. (3 )
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Todas as solugdes deste sistema linear homogéneo dae jlar

1
X1 = §X2 eXp =t qualquer valor real

Portanto, os autovetores Aassociados ao autovetdy = 3 sdo dados por
(4,t) sendot um nimero real nao nulo qualquer. Assim, todos esseseutov
tores sdo multiplos do vetor (1, 2). Em particulgr,= (1,2) & um autovetor
associado ao autovaldp = 3.

Observe que o determinante (3.4), do exemplo anteriosfsamou
a equacao matricigh | — A)v = 0, que contém duas incognitase v,
na equacao polinomial> — 51 +6 = 0, que tem uma variavel so. Nos
exemplos apresentados na aula anterior, calculamos ogbores de
uma matriz por inspecao, enquanto no exemplo acima peoces de
uma forma mais sistematica. Usaremos 0 processo aprdeemgate
exemplo como o método padrao para determinar 0s autegadi@ruma
matrizA € Mp(R).

Definicao 3.1.

SejaA = (gjj) € My(R). O determinante

X—a —adj2 —adin
p(x) = defxly —A)=| 1 X782 ... —&n (3.8)
—anl —an2 ce. X— ann

€ chamado dpolindmio caractetsticoda matrizA.

No Exemplo 3.1, o polindmio caracteristico da ma#yiz < _; i )
é

x—1 -1

p(x) = detxl—A) = | 0 T

‘:x2—5x+6.

Como p(x) = (x—2)(x—3), vemos que 2 e 3 sao as raizes do
polindmio caracteristico e, também, os autovalores a@inA.
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[ Exemplo3.2. |

Determine o polindmio caracteristico e os autovaloresdfxiz

00O
A—

AULA H MODULO 1

5
0
2
-2

N A~ O
o wo
W oo

Solugao:

Temos que o polindmio caracteristicoAlé dado por

0
p(x) = det(xly — A) = 0 x=5 0 8

Como a matrizls — A & triangular superior, sabemos que seu determinante &
igual a

p(x) = (x—5)(x—5)(x—3)(x— 3) = (x— 3)*(x— 5)%.

Portanto, as raizes do polinbmio caracteristiciAd&o 3, 3, 5 e 5, que sao
exatamente os autovalores da magizZDizemos, nesse caso, que o autovalor
5 temmultiplicidade algbrica2, pois o fatorx— 5) aparece duas vezes como
fator do polindmiop(x). Analogamente para o autovalbr= 3.

Definicao 3.2.

SejaA uma matriz de ordem com autovaloi.

1. A multiplicidade algbrica do autovalor A & a sua
multiplicidade como raiz do polindmio caracteristico
p(x) = det(xl, — A).

2. Oautoespac@ssociado ao autovaldr, denotado poE(A), é
0 subespaco gerado por todos os autovetores associados a

3. A multiplicidade georétricado autovaloiA é a dimensao do
autoespace&(A).

No Exemplo 3.1, vimos que o polindmio caracteristico deumna-
triz 2 x 2 € um polindbmio de grau 2 e, no Exemplo 3.2, o polindmio ca-
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racteristico de uma matrizx44 € um polindmio de grau 4. Em geral, &
verdade que para uma matriz de ordempolindmio caracteristico tem
graun. Vemos isso facilmente quando desenvolvemos o deternginant
(3.8); observe que o termo do polindmio caracteristicéd@®ntendo

X" provém do produto dos elementos da diagonal principalefay de

(x—a11)(X—az2)...(X—ann).

Observe que o coeficiente do termo de mais alto grau, aquede co
tendox", &€ igual a 1 e, por isso, dizemos que o polindmindico.

Pela forma como foi definido o polindmio caracteristicogd@mos
concluir o resultado a seguir.

Teorema 3.1.

Um escalaA & autovalor de uma matrizde ordenn se e somente
seA € umaraiz do polindmio caracteristicodgsto &, se e somente se
A satisfaz a equacao dat, — A) = 0.

Sendo assim, para encontrarmos 0s autovalores de uma Adéiz
vemos encontrar as raizes do seu polindmio caractaridfi, como no
Exemplo 3.1, os autovetores correspondentes sao obtithssitsindo
o valor deA na equagadv = Av e resolvendo o sistema linear ho-
mogéneo

(Ala—A)v=0.

[ Exemplo3.3. |

Determine bases para os autoespacos da nfatie Exemplo 3.2,
e obtenha a multiplicidade geométrica de cada autovalor.

Solugao:

Vimos que o polindmio caracteristico da matriz

NN O O
N~ Ol O
O woo
W o oo



& dado por
P(x) = (x—5)%(x—3)%.

Portanto, os autovalores dA sao A1 = 5, A, =5, A3 =3 e
A4 = 3. Neste caso, os dois autovalores distintos tém muliigloe algébrica
2. Vamos determinar os autovetores associados a cada usn dele

Para obter os autovetores associados ao autoxaters, resolvemos o
sistema linear homogéneo

AULA H MODULO 1

(5l4— A)v =0.

Considerande = (X,Y,z,t), 0 sistema anterior pode ser reescrito como

ON OO
N O OO
~ N < X
O O oo

Escalonando a matriz ampliada do sistema, obtemos o sifitesaaequi-
valente

O OO
oOOoOor o
|
o
|
o Fr
—+ N < X
|
o O OO

e a solucao geral deste sistema é dada pelos vetoresuia for

v=(—z—2t,z+t,zt) comzt € R.

Observe que, neste caso, 0 autoespaco associado ao aubovab tem
duas variaveis livreg et, e, portanto, tem dimensao 2. Considerando—1
et =0 e, depoisz=0 et = —1, vemos que os vetoreg = (1,—1,-1,0) e
vy = (2,—1,0,—1) pertencem ao autoespaco associado=a5 e, como sao
linearmente independentes, formam uma base para essspagoe Assim,
a multiplicidade geométrica do autovaldr= 5 também & igual a 2, ou seja,
igual a multiplicidade algébrica.

Agora, para determinarmos os autovetores(x,y,zt) associados ao au-
tovalorA = 3, devemos resolver o sistema homogéneo

(34— A)v =0.

Novamente, este sistema homogéneo é equivalente amaiste
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—2 0 0 0\ /x 0
0 200 y| | o
—2 -4 0 0 z || o
2 200 t 0

e, escalonando a matriz ampliada desse sistema, obtematemailinear
equivalente

O OO
OO r o
O O oo
O O oo
—~+ N < X
|
[cNeoNeoNe

Vemos, facilmente, que a solugao geral deste sistemda&midos vetores
da forma
v=(0,0,zt) comztecR.

Outra vez, o autoespac¢o associado ao autovated3 tem dimensao 2. Os
autovetores
vz =(0,0,1,0) evs4=(0,0,0,1)

sao linearmente independentes e, portanto, formam uneadsaautoespaco
associado ao autovaldr = 3. Logo, a multiplicidade geométrica de= 3
também é igual a 2, coincidindo mais uma vez com a muligdide geomeétrica.



. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagespcor-

/3 0
dentes da matrl{ 8 _1 )

. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagespcor-

[ 3 2
dentes da matrl{ 4 1).

4 0 1
. Considereamatridk=| —2 1 0
-2 01

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor
respondentes da matie

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométriceedia

autovalor.
2 -1 -1
. Considere a matria = 1 0 -1
-1 1 2

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor
respondentes da matiiz

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométriceatia
autovalor.

. Determine os valores de, b, ¢, d, e e f, de modo que

vi=(1,11),v,=(1,0,—1) e v3=(1,—1,0) sejam autovetores
111

damatrizZA=| a b c¢ |,edéosautovalores associades,a

d e f

Vo e V3.

AULA H MODULO 1
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Aula 4 é

CALCULO DE AUTOVALORES E
AUTOVETORES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

obter autovalores a partir do palimio caractestico;

observar que nem sempre a multiplicidadechlica de
um autovalor coincide com sua multiplicidade gé&m
trica e que, geralmente, a multiplicidade ge&tricaé
menor ou iguah multiplicidade algbrica;

observar que existem matrizes qu®Ipossuem auto-
valores nem autovetores.
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Pré-requisito: Aula
3; Teorema 2.4 da
Aula 2.
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CALCULO DE AUTOVALORESE
AUTOVETORES

No Exemplo 3.3, da Aula 3, vimos o caso de autovalores com-mult
plicidade algébrica igual a multiplicidade geométriistio €, o nimero
de vezes que o autovalor comparece como raiz do polindnmaxr-ca
teristico & igual a dimensao do autoespaco correspuad Conse-
guentemente como a multiplicidade algébrica e a muligdide geo-
métrica eram iguais a 2, pudemos obter, em cada um dos cois, cis
autovetores linearmente independentes, formando umabasgoespaco
correspondente. Infelizmente, isso nem sempre & pdssiveo mostra
0 prébximo exemplo.

[ Exemplo4.1. |

Determine os autovalores e 0s autovetores da matriz

5 2 1 2
0 3 -6 3
A=l o 0 5 _5
0 0 0 O

Verifique a relacao entre a multiplicidade algébrica e wtiplici-
dade geomeétrica para cada autovalor.

Solugo:

Como a matriz € triangular, vimos que seus autovaloregsd@amente 0s
elementos da diagonal principal ou, analogamente, obsgree polindmio
caracteristico dé é

-5 2 -1 -2
0 x-3 6 -3
0 0 x-5 5}’
0 0 0 X

p(x) = det(xls —A) =

ou seja,
p(x) = x(x—3)(x—5)2.

Portanto, os autovalores da mattizao 0, 3, 5 e 5. Os autovalores 0 e 3
tem multiplicidade algébrica 1 enquanto o autovalor Srega com multipli-
cidade algébrica 2. Vamaos, agora, calcular os autovetm®sciados em cada
caso.

Para o autovalok = 0, temos que 0s autovetores associadesX, Y, z t)



—
satisfazem o sistema linear Q
)
(Oly— A)v = 0. 3
=
Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oawog H
100 15 X 0 5
010 -1 y| [ O <
0 01 -1 z| | O
0 0O 0 t 0
Assim, 0s autovetores associados ao autovater0 sao da forma
—t N
V= <€, t, t, t) , comt € R*,
Logo, o autoespaco associadd & 0 tem dimensao 1, sendo gerado pelo
autovetorv, = (2, 1, 1, 1). Ou seja, a multiplicidade geométrica também &
igual a 1.
Analogamente, os autovetores associados ao autovaldB satisfazem o
sistema homogéneo
(3l — AV =0,
que é equivalente ao sistema linear homogéneo
1 -1 00 X 0
0O 010 y| | O
0O 001 z| | o)
0O 00O t 0
cujas solugdes sao da forma
v=(X X, 0, 0), comxeR.
Portanto, o autoespaco associado ao autovaler3 tem dimensao 1 e
é gerado pelo autovetar, = (1, 1, 0, 0). Aqui, também, a multiplicidade
geomeétrica € igual a 1, coincidindo com o valor da muktigikde algébrica.
Finalmente, resolvendo o sistema linear homogéneo
(5l — AV =0,
obtemos o0s autovetores associados ao autosaters. E facil ver gue este
sistema € equivalente a
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O oo

0
0
1

o
cocoor
oor o
- N < X
|
oooo

0

de onde obtemos solugdes da forma

v=(x, 0,0, 0), comx e R.

Assim, o autoespaco associado ao autoviler5 tem dimensao 1, sendo
gerado pelo autovetars = (1, O, O, 0). Portanto, embora o autovalar=5
tenha multiplicidade algébrica 2, sua multiplicidade métrica & 1.A mul-
tiplicidade geonétrica de um autovalor € sempre menor ou iguala sua
multiplicidade algébrica.

Observe que os autovetonesv, evs, associados aos autovalores 0, 3 e 5,
respectivamente, sao linearmente independentes, comwaidi Teorema 2.4
da Aula 2.

Vimos que para obtermos os autovalores de uma mateEMp(R)
precisamos encontrar as raizes do seu polindmio caistater O pro-
blema de encontrar raizes de um polindmio de graéio € um proble-
ma facil. Existem muitos métodos para se obter aproximsaqume-
ricas das raizes reais de um polindmio, alguns deles rficisrges do
gue outros.

Enunciaremos dois resultados gerais a respeito de raaés de
polindbmios.

Teorema 4.1.

Dado o polindmig(x) = X" +an_1x" 1 +an_ox"2+... +a;x+ap,
podemos afirmar que:

1. Asomadas raizes ¢gx) € igual a—a,_1 € 0 seu produto é igual
a(—1)"ap.

2. Seap,ay,...,an_1 € Z, entdo toda raiz racional do polindnpox)
é inteira. Mais ainda, se & uma raiz inteira de(x) entaor &
divisor deag.

Assim, para encontrarmos as possiveis raizes racioaaimdooli-
ndmio monicop(x) com coeficientes inteiros, é suficiente procurar entre
os divisores inteiros do termo constaageE claro quep(x) pode muito
bem ter apenas raizes irracionais ou complexas. No entartw este
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€ um primeiro curso sobre autovalores, todos os polinSicévacteris-
ticos considerados terao apenas coeficientes inteirogsaraizes reais,
quando existirem, serao inteiras. Portanto, cada umasieakes sera
um divisor do termo constante gx).

[ Exemplo4.2. |

Determine os autovalores de uma ma#jzle ordem 3, cujo poli-
ndmio caracteristico p(x) = x> — 6x° 4 11x — 6.

Solugo:

Sabemos que os autovalores Alsdo as raizes dp(x). Mas, pelo que
vimos, os candidatos a raizes inteiras, ou mesmo racjodaip(x) Sa0 0s
divisores do termo constante, que & -6, ou sejatsBat2, +3 e+6. Agora, é
preciso testa-las para saber quais de fato sao raizeso gie-1) = —24+# 0,
entao -1 nao é raiz dp(x). Comop(1) =0, temos que 1 é raiz de(x) e,
portanto, o polindmigx — 1) divide p(x). Efetuando a divisao dp(x) por
(x—1), obtemos

p(x) = (x—1)(x%® — 5x+6).

As outras duas raizes @€x) sa0 as raizes do polindmio quadratico-
bx+ 6, a saber, 2 e 3. Observe que sao mais dois divisores desn Al 2 e
3 sao0 as raizes q&#x) = x3 —6x%+ 11x— 6 e, portanto, s&o os autovalores da
matriz A.

[ Exemplo4.3. |

Determine os autovalores e uma base de autovetores paratadapaco

correspondente da matriz

2 -1 1
A= 0 3 -1
2 1 3

Verifiqgue, também, para cada autovalor, se a multiplicéddgébrica
é igual a geomeétrica.

Solucdo:

Primeiramente, obtemos o polindmio caracteristico daima:

MODULO 1

AULA
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x—2 1 -1
p(x) =detxlz—A)=| 0 x—3 1 |=x—8x+20x—16
-2 -1 x-—3

Os candidatos a raiz inteira, ou mesmo racional, dessadmoio sao
os divisores de -16=+1, +£2, +4, +8 e +16. Agora, para saber se algum
desses valores € raiz do polindmio caracteristico,eeigo testa-los. Como
p(—1) = —45, entdo -1 ndo é raiz g&#x). Comop(1) = —3, entdo 1 também
nao é raiz. Agorap(2) =0, logo 2 & raiz do polindmio caracteristico. Di-
vidindo p(x) por (x— 2), obtemos

p(x) = (X—2)(x*—6x+8)

(
(X=2)(x=2)(x—4)
= (x=2?%(x-4).

Portanto, os autovalores da ma#izao 2, 2 e 4. O autovalor 4 tem mul-
tiplicidade algébrica 1, enquanto o autovalor 2 tem miidiglade algébrica 2.
Vamos, agora, calcular os autovetores associados em camla ca

Para o autovaloh = 4, temos que os autovetores associades(x, Y, 2)
satisfazem o sistema linear

(43— A =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oecog

10 -1 X 0
01 1 y|=(o0
00 O z 0

Assim, os autovetores associados ao autovaterd4 sao da forma
v=(z -z z), comze R".
Logo, o autoespacgo associadd & 4 tem dimensao 1, sendo gerado pelo

autovetorv; = (1, —1, 1). Ou seja, a multiplicidade geométrica também &
igual a 1.

Analogamente, para o autovalbr= 2, temos que os autovetores associa-
dosv = (X, y, z) satisfazem o sistema linear

(23— AV =0.
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Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oewog

MODULO 1

10
01 -1 y |=[o0
00 O z 0

Assim, 0s autovetores associados ao autovater2 sao da forma

AULA

v=(-z z z), comze R".

Logo, o autoespacgo associadd & 2 tem dimensao 1, sendo gerado pelo
autovetorv, = (1, —1, —1). Portanto, a multiplicidade geométrica desse au-
tovalor é igual a 1, ou seja, menor que sua multiplicidadélaica.

No entanto, observe que os autovetoree v, sao linearmente indepen-
dentes.

[ Exemplo4.4. |

Determine os autovalores e uma base de autovetores paratadapaco
correspondente da matriz

1 2 -1
A= -2 -3 1
2 2 -2

Verifique, também, se as multiplicidades algébricas ergdocas
coincidem.
Soluco:

Primeiramente, obtemos o polindmio caracteristico daima:

x—1 =2 1
p(x) =detxls—A)=| 2 x+3 -1 [=x3+4C+5x+2
-2 -2 X+2

Os candidatos a raiz inteira, ou mesmo racional, dessegmoid sao os
divisores de 2:+1 e+2. Como os coeficientes qg#x) sao todos positivos,
podemos descartar os candidatos positivos 1 e 2. AgosgilevErificar que
p(—1) =0, ou seja, -1 & raiz dp(x). Dividindo p(x) por (x+ 1), obtemos
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p(x) = (X+1)(x®+3x+2)
(X4+1)(x+1)(x+2)
= (x+1)?(x+2).

Portanto, os autovalores da matAzao -1, -1 e -2. O autovalor -2 tem
multiplicidade algébrica 1 enquanto o autovalor -1 tenmtiplitidade algébrica
2. Vamos, agora, calcular os autovetores associados entasaola

Para o autovalok = —2, temos que 0s autovetores associadesX, Y, 2)
satisfazem o sistema linear

(—2l3— A =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oecog

10 -1 X 0
01 1 y |=[o
00 O z 0

Assim, 0os autovetores associados ao autovater—2 sao da forma
v=(z, —z z) comze R".
Logo, o autoespaco associadd a= —2 tem dimensao 1, sendo gerado

pelo autovetor; = (1, —1, 1). Ou seja, a multiplicidade geométrica também
éigual a 1.

Analogamente, para o autovaldr= —1, temos que 0s autovetores asso-
ciadosv = (X, Y, z) satisfazem o sistema linear

(—1l3— A =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oecog

2 2 -1 X 0
00 O y |=(o
00 O z 0

Assim, 0os autovetores associados ao autovater—1 sao da forma

vV=(X, Y, 2Xx+2y) comx € R* ouy € R".

Logo, o autoespaco associadd a= —1 tem dimensao 2, sendo gerado
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pelos autovetores, = (1, 0, 2) evz = (0, 1, 2). Portanto, a multiplicidade
geomeétrica desse autovalor & igual a 2, ou seja, iguahanaultiplicidade
algébrica.

Observe gue os autovetores, v, e v3 SA0, mais uma vez, linearmente
independentes.

Também & interessante observar que uma matriz nao grecisenhum
autovalor (real) e, consequentemente, nenhum autovega o\proximo exem-

plo.

[ Exemplo4.5. |

Verifique que a matriaA = ( (1) _(1) ) Nao possui autovalores.

Solugo:
O polinbmio caracteristico dessa matriz &

X 1

p(x):del(xlz—A):‘ 1 ‘:x2+1.

Como o polindmiop(x) = x* 4 1 nAo possui raizes reais (suas raizes sao
e 4), entdo, pelo Teorema 3.1 da Aula 3, segue que a mAati&o possui auto-
valores. Nao havendo autovalores, entdo nao ha tarabémeetores. Porém,
se considerarmos o conjunto dos escalares como sendo esasitomplexos,
entao esta matriz teria dois autovalores complexos, a,dabe. No entanto,
nao trataremos de autovalores complexos neste cursdmdmo.

MODULO 1

AULA

CEDERJ 43



Algebra Linear Il | Calculo de Autovalores e Autovetores

1. Considere a matri& = ( (1) i)

a. Determine os autovalores e bases para os autoespagos cor
respondentes da matiiz

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométreceadia
autovalor.

2. Considere a matrika = ( _g g)

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor
respondentes da matiz

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométréceatia

autovalor.
5 6 -6
3. Considereamatrk=| -1 4 2
3 -6 -4

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor
respondentes da matiz

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométréceatia

autovalor.
1 00O
4. Considere a matri& = -3 10
4 -7 1

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor
respondentes da matiz

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométréceatia
autovalor.

5. SejaA uma matriz de ordem. Prove queA e sua transpostal
tém o mesmo polindmio caracteristico.
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Aula

DIAGONALIZAC, AO DE MATRIZES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender a conceitligde matrizes semelhantes;
compreender a conceituigde matriz diagonakwel;

observar a reldép entre matriz diagonabxel, auto-
valores e autovetores.
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Pré-requisitos:

Matriz mudanca de

base (délgebra

linear I); Teorema

2.4,daAula 2;
Teorema 4.1, da
Aula 4.
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DIAGONALIZAC,AO DE M ATRIZES

Existe uma relagao entre matrizes que & muito importamtstudo

de operadores lineares e que, também, se torna impor@aettudo de
autovalores. Trata-se da relagao de semelhanca deesatri

Definicao 5.1.

SejamA, B € Mp(R). As matrizesA e B saosemelhantese existe
uma terceira matriz inversivél ¢ Mp(R) tal queB = P~1AP ou
A=P~1BP.

[ Exemplo5.1. |

-2 4 11
Determine o polindmio caracteristico, os autovalores awtovetores

das matrize#\ e B.

Considere as matrizés= ( 11 ),P: < 21 ) eB=P 1AP.

Solugo:

Inicialmente, observe qu& e B sao matrizes semelhantes. Para a matriz
A, temos

x—1 -1
2 X—4

= X2—5X+6=(x—2)(x—3).

pA(X) = de‘(X|2—A): ‘:(X—l)(x—4)+2:

Portanto, a matriA possui dois autovalores distintos: 2 e 3.

Para o autovaloA = 2, temos que 0s autovetores associades(x, Y)
satisfazem o sistema linear

(2l,— A =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oecog

1 -1 x\ (0O
0O O y ) \0)°
Assim, 0s autovetores associados ao autovaler2 sao da forma

v = (X, X) comx € R*.



Logo, o autoespaco associadd & 2 tem dimensao 1, sendo gerado pelo
autovetorvs = (1,1).

Para o autovaloA = 3, temos que 0s autovetores associades(X, y)
satisfazem o sistema linear

(3l,— A)v =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o0 sistema &oewog

D60

Assim, 0s autovetores associados ao autovater3 sao da forma
v = (X, 2x) comx € R*.
Logo, o autoespaco associadd & 3 tem dimensao 1, sendo gerado pelo
autovetorv, = (1, 2).

Quanto a matriB, temos

o= (0 2)(

SendoB uma matriz triangular inferior, seus autovalores sao esehtos
da diagonal principal, a saber, 2 e 3. Seu polindmio cariatitso &€ dado por

ps(X) = detxl,—B)=

— (x-3(x-2)
X% —5X+6.

3 X—2

Xx—3 O‘

Para o autovaloA = 2, temos que 0s autovetores associades(X, Y)
satisfazem o sistema linear

(21, —B)v=0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oawog

(59)6)-(3)

AULA H MODULO 1
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Assim, os autovetores associados ao autovater2 sao da forma
v= (0, y) comy € R*.
Logo, o autoespacgo associadd & 2 tem dimensao 1, sendo gerado pelo
autovetorv; = (0, 1).

Para o autovaloA = 3, temos que 0s autovetores associades(X, Y)
satisfazem o sistema linear

(3l,—B)v=0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oecog
31 x\ (0
00 y ) 0/

Assim, 0s autovetores associados ao autovaler3 sao da forma

v = (X, —3x) comx € R*.

Logo, o autoespacgo associadd & 3 tem dimensao 1, sendo gerado pelo
autovetor, = (1, —3).

Observe que as duas matrizése B, ttm 0os mesmos autovalores e o
mesmo polindmio caracteristico. Isto € uma propriedgelal de matrizes
semelhantes. No entanto, 0s autoespa¢os nao precisanidapicomo este
exemplo mostra.

Teorema 5.1.

SejamA e B matrizes semelhantes. EntAdoe B tém 0 mesmo
polindmio caracteristico e, consequentemente, 0s meantovalores.

Demonstraéo

SendoA e B matrizes semelhantes, existe uma matriz inversivel
tal queB = P~1AP. Assim,

pe(x) = detxl —B)

det(xP~1IP — P~1AP)
detP~1(xI - A)P)
detP~1)det(xl — A) det(P)
= det(xl —A)

= pa(x).
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Sendo os polindbmios caracteristicos iguais e como os/algi@s Q
sao as raizes desse polindmio, seqgueAja® tém os mesmos autova- 2
lores. Ne)
p
Vejamos, agora, o conceito de diagonalizagao de matrizes .
Lo
. 5
Definicao 5.2. =
<
Uma matrizA € Mp(R) é ditadiagonalizavel se for semelhante a
uma matriz diagonal. Nesse caso, também dizemos que & atri
pode ser diagonalizada.
[ Exemplo5.2. |
. 11 .o .
Mostre que a matria = 54 do Exemplo 5.1 é diagonali-
zavel.
Soluco:
Vimos que a matriA = 54 tem como autovetores = (1,1),
associado ao autovaldr = 2, evy = (1,2), associado ao autovaldr = 3.
Como os vetores e v, sao linearmente independentes, veja o Teorema 2.4
da Aula 2, eles formam uma base de autovetore®%o Considere a base
canodnicag; = (1,0) ee; = (0,1), e observe que
vi=(1l)=1le+le
ou seja, a matriz
11
-(12)
SUJabS coltijna;, saoc;‘ormetldastpelas componegte§ ee,, Ae a matriz mudanca £ hora de rever a
e base, da base de autovetdres v, } para a base canonida;, e, }. matriz mudanca de
Agora, temos que a matriz base, do curso de
Algebra Linear I.
2 -1 11 11
_ p-lap _
o == (3 ) (2 a) (1)
B 4 -2 11
N -3 3 12
B 2 0
N 0 3
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€ uma matriz diagonal semelhante a matijzisto &, a matrizA & diago-
nalizavel. Veja que a matriz diagoralobtida tem os autovalores da mat#iz
em sua diagonal principal.

Observe que também podemos expressar a magin funcao da matriz
diagonalD. Multiplicando a equaca® = P~*AP por P! do lado direito,
obtemos

DP =P IAPP Y =P lAI=P 1A

e multiplicandoDP~1 = P~1A por P & esquerda, obtemos

(PPHA = PDP!
IA = PDpP!
A = PDP1L

Uma das vantagens de termos uma mairgemelhante a uma matriz di-
agonalD & que as poténcias dese tornam mais faceis de serem calculadas.
De fato, da equacdh = PDP1 obtida anteriormente, temos

A? = (PDP1)?
= (PDP1)(PDP?)
= PD(P~'P)DP?
PD?P L,

A3 = A2A
(PD?P~1)(PDP1)
PD?(P~1P)DP!
= PD%PL

De um modo geral, temo& = PDKP—1 para qualquer inteiro positivk.
E sendo a matriz diagonBl dada por

MO 0
0 A 0
D= ;
0 0 ... A
temos que
AX 0 0
k
ok 0 Ak 0
0 0 A

O teorema a seguir fornece condicdes suficientes paramaena-
triz A seja diagonalizavel.



Teorema 5.2.

Se uma matriA € Mp(R) temn autovalores distintos, entéo ela &
diagonalizavel.

No Teorema 5.2, a matriz diagonal semelhante &, &€ formada
pelos autovalores d&em sua diagonal principal,

A 0O ... O

0O A ... O
D= 2 ,

0 0 ... A

sendo cada autovaldi associado a&-ésimo vetowy da base de au-
tovetores{vy,...,vn}. AmatrizP, emD = P"1APouA=PAP 1 e a
matriz que realiza a mudanca de base, da base de autovatgres, vn}
para a base candnica @, e cujas colunas sao formadas pelas com-
ponentes dos autovetores, ou sej&-&@ima coluna d® é formada
pelas componentes deésimo autovetowy dessa base. Denotamos
essa relacao entre a matAz os vetoresy, ..., Vv, por

P=[v1 v2 ... Vo]
E muito importante observar que a ordem dos vetores da base de

autovetoregvi, ..., Vv, } determina a ordem das colunas da m&riza
ordem dos elementos da diagonal da mdiz

[ Exemplo5.3. |

Mostre que a matriz

2 -1 O
A= 9 4 6
-8 0 -3

é diagonalizavel. Determine uma matriz diagdd& uma matri2 tais
queD = P1AP.

Solugao:

Vamos verificar se a matrix tem trés autovalores distintos, o que garante,
pelo Teorema 2, quA & diagonalizavel. Seu polindmio caracteristico éadad
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por

x—2 1 0
p(x) =detxls—A)=| -9 x-4 -6 |=x-3—x+3.
8 0 x+3

Pelo Teorema 4.1 da Aula 4, os candidatos a raizes racideg@i&) sao
os divisores de -3+1 e +3. Verificamos rapidamente qu¥—1) = p(1) =
p(3) =0, isto &,

p(x) = (x+ 1) (x=1)(x-3),

ou seja, os autovalores da matAzsao -1, 1 e 3. Portanto, pelo teorema
anterior, a matriA & diagonalizavel e semelhante a matriz diagonal

D:

O o
o O
w oo

Para obter uma matri2 tal queD = P~1AP, precisamos encontrar uma
base de autovetores. Para o autovaloe —1, temos que 0s autovetores as-
sociadoss = (X, Y, z) satisfazem o sistema linear

(—1l3— AV =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oecog

3 -1 0 X 0
4 01 y|=(o0],
0O 00 z 0

cujas solucdes sao da forma

v = (X, 3x, —4x), comx € R.

Logo, um autovetor associado ao autovalpe= —1 évy = (1, 3, —4).

Para o autovalok, = 1, temos que os autovetores associadesx, Y, 2)
satisfazem o sistema linear

(1l3— AV =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oacog

1 -10 X 0
2 01 y |=(o0].
0 00 z 0
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cujas solugdes sao da forma
V= (X, X, —2x), comx € R.
Portanto, um autovetor associado ao autovajor 1 évy = (1, 1, —2).

Finalmente, para o autovaldg = 3, os autovetores associadas= (X, Y, z)
satisfazem o sistema linear

(3l3— AV =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oawog

110 X 0
4 0 3 y|=1{o0],
000 z 0

cujas solugdes sao da forma

V= (X, —x, —4x/3), comx € R.

Logo, um autovetor associado ao autovalge 3 évs = (3, —3, —4).

Como foi observado antes deste exemplo, a m#ré& obtida posicio-
nando em suas colunas os autovetores= (1,3,—4), v = (1, 1, —2) e
vz3=(3, =3, —4):

1 1 3
P=| 3 1 -3
4 2 4

AULA H MODULO 1
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1. Considere a matri& = ( 613 _2 )

a. Mostre que a matriA & diagonalizavel e determine uma
matriz diagonaD correspondente.
b. Determine uma matri2 tal queD = P~1AP.

2. Considere a matriz = ( 51) g)

a. Mostre que a matriA & diagonalizavel e determine uma
matriz diagonaD correspondente.

b. Determine uma matri2 tal queD = P~1AP.

2 1 1
3. Considere a matria = 2 2 4
-1 -1 -2

a. Mostre que a matriA & diagonalizavel e determine uma
matriz diagonaD correspondente.

b. Determine uma matri2 tal queD = P~1AP.

4. Mostre que s@ e B sao matrizes semelhantes, entad At
det(B).



Aula

CALCULO DE MATRIZES DIAGONALIZ AVEIS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

apresentar um cgatio geral de diagonalizag de ma-
trizes;

observar a exighcia de matrizes diagonazeis com
autovalores repetidos;

observar a exighcia de matrizesao diagonaliaveis
com autovalores reais.
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CALCULO DE M ATRIZES
DIAGONALIZ AVEIS

Nos exemplos da Aula 5, tratamos de matrizes diagonalzave
A e My(R) que apresentavamautovalores distintos. Nesta aula, vamos
considerar matrize& € Mp(R) com autovalores repetidos. No caso de
a matrizA apresentan autovetores linearmente independentes, entao a
matriz continuara sendo diagonalizavel. Caso comtyarmatrizA nao
sera diagonalizaveE o que afirma o proximo teorema.

Teorema 6.1.

Uma matrizA € Mp(R) & diagonalizavel se e somente se a mairiz
temn autovetores linearmente independentes.

Neste teorema, a matriz diagoiglsemelhante 4, & formada pelos
autovalores dé em sua diagonal principal,

A0 .00 O
0 A, ... O
0 0 ... A

sendo cada autovaldi associado a&-ésimo vetowy da base de au-
tovetores{vy,...,vn}. A matrizP, emD = P-!APouA=PDP 1, e a
matriz que realiza a mudanca de base, da base de autovatgres,vn}
para a base canodnica &3, cujas colunas sao formadas pelos autove-
tores{vy,...,Vn}, OuU seja, &-ésima coluna d@ & formada pelas com-
ponentes d&-&simo autovetoyy, dessa base. Denotamos essa relacao
entre a matrif e os vetoresy, ..., Vv, por

P=[vi V2 ... Vp]

E muito importante observar que a ordem dos vetores da base de
autovetoregvs,...,Vv,} determina a ordem das colunas da m&reza
ordem dos elementos da diagonal da mdixiz

Observe, no Teorema 6.1, que a existénciardagtovetores line-
armente independentes & equivalente a existéncia debaseade au-
tovetores para &". Observe, também, que o Teorema 6.1 afirma que,
caso a matriA nao admita uma base de autovetores, ou seja, nao pos-
suan autovetores linearmente independentes, entdo a rAatép sera



. ., —
diagonalizavel. O
2
S
[ Exemplo6.1. | O
Verifique que a matriz n
S
010 )
A= 010 <
-1 11
é diagonalizavel. Determine uma matriz diagdda& uma matri2’ tais
queD = P 1AP.
Solugo:
Primeiramente, devemos calcular o polindmio caradiesisle A. Esse
polindmio caracteristico & dado por
x -1 0
p(x) = detxlz—A) =0 x—1 O
1 -1 x-1
x -1
= =Ulo xo1 '
= Xx(x—1)?,
ou seja, o polindmio caracteristico da matiz
P(x) = x(x—1)%,
e, portanto, seus autovalores sao 0 e 1, o primeiro compticilfiade algébrica
1 e 0 segundo com multiplicidade algébrica 2. Contando dtpintidades,
seus trés autovalores sdp=0eA, = A3 =1.
Para concluir que a matrix & diagonalizavel, precisamos verificar se e-
xistem trés autovetores linearmente independentes jausseexiste uma base
de autovetores pai@®.
Para o autovalok; = 0, nao é dificil ver que o sistema linear
(Olz—A)v =0, (6.1)
comv = (X, Y, z) &€ equivalente ao sistema linear
y=0
x—z=0.
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Assim, todas as solu¢des do sistema (6.1) sao da forma

(x, 0, X) =x(1, 0, 1), comx € R.

Portanto,v; = (1, 0, 1) & um autovetor associado ao autovalgr= 0.
Em particular, a multiplicidade geométrica desse autmn@ligual a 1, ou seja,
igual a sua multiplicidade algébrica.

Analogamente, para o autovaldp = A3z = 1, 0 sistema linear
(1lI3—A)v=0 (6.2)
€ equivalente ao sistema
Xx—y=0
Assim, todas as solu¢des do sistema (6.2) sao da forma

(x,x, z) =x(1, 1, 0)+2(0, O, 1), para todox, z€ R.

Portantoyv, = (1, 1, 0) evz = (0, 0, 1) sdo dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovajor Az = 1. Aqui, também, a multi-
plicidade geométrica do autovalor 1 € igual a sua midighde algébrica, ou
seja, igual a 2.

Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a auevalistintos
sao linearmente independentes. Dali, concluimos quejorto de autovetores
{v1,V2,v3} tem que ser linearmente independente, garantindo que & ratr
é, de fato, diagonalizavel. Observe qug,Vv2,v3} &€ uma base di3 formada
por autovetores da matrix

A matriz diagonaD, semelhante A, & dada por

D:

O oo
o O

0
0/,
1

enquanto uma matri2 tal queD = P~1AP & dada por

= OO

11
P={( 0 1
10

Observe que os elementos da diagonal principdD d&o os autovalores
da matrizA e que as colunas desao os autovetores associadesv; € vs.
Observe, também, que a ordem em que autovalores e auts/gparecem
esta correta: a primeira coluna Bé& o autovetor correspondente ao autovalor
A1 =0, enquanto as duas Ultimas colunasPd&i0 0s autovetores correspon-
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dentes ao autovaldy, = A3 = 1. Q
- - ~ . . ya D
Vejamos, agora, um exemplo de matriz nao diagonalizavel. \8
=
[ Exemplo6.2. | n
<
-
- - D
Verifique que a matriz <
0 01
A=| 0 1 1
0 01
nao é diagonalizavel.
Solugao:
Como a matrizA & matriz triangular superior, seus autovalores sao es ele
mentos da diagonal principal, ou seja, 0, 1 e 1. Para o aotovak 0, temos
gue 0s autovetores associados (x,Y,z) satisfazem o sistema linear
(Olz—A)v =0.
Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oawog
010 X 0
0 01 y |=10],
0 0O z 0
portanto, os autovetores associados ao autovalerO sao da forma
v=(x, 0, 0), comx € R".
Logo, um autovetor associado ao autovalpe= 0 évy; = (1, 0, 0). Observe
que a multiplicidade geométrica do autovalar= 0 & igual a sua multiplici-
dade algébrica, que & igual a 1.
No caso do autovalon, = 1, temos que 0s autovetores associados
v = (X, Y, ) satisfazem o sistema linear
(LlI3—A)v=0.
Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oewog
CEDERJ 59



Algebra Linear Il | Calculo de Matrizes Diagonalizaveis

100 X 0
00 1 y|=1o0],
000 z 0

portanto, os autovetores associados ao autovaler1 sao da forma

v=(0,y, 0), comye R".

Em particulary, = (0, 1, 0) € um autovetor associado ao autovalpe= 1.
Observe, também, que a multiplicidade geométrica dovaldpA, = 1 € igual
a 1, enquanto sua multiplicidade algébrica & igual a 2.

Como a multiplicidade geométrica do autovalgr= 1 € igual a 1, nao
existem dois autovetores linearmente independentesiadeeca esse auto-
valor. Podemos obter, no maximo, dois autovetores dazfatiie sao linear-
mente independentes: um associado ao autoxaler O e outro associado ao
autovalorA; = 1, por exemplo, os autovetores= (1, 0, 0) evy = (0, 1, 0),
respectivamente. Logo, nao & possivel formar uma basaideetores para
RR3. Portanto, pelo Teorema 6.1, a mathinzo é diagonalizavel.

Vejamos mais um exemplo do caso de matriz diagonalizavel.

[ Exemplo6.3. |

Verifigue que a matriz

4 10 O
2 30 O
A=l 1 12 -3
1 -1 0 5
é diagonalizavel. Determine uma matriz diagdd& uma matri2 tais
queD = P1AP.
Solugao:

Primeiramente, devemos calcular o polinbmio caradiesigie A. Este
polindmio caracteristico & dado por

x—4 -1 0 0
-2 x-3 0 0
1 -1 x-2 3
-1 1 0 x-5

p(X) = det(xly — A) =

Resolvendo o determinante acima, temos
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x—4 -1 0 3
px) = (x—=2)| -2 x-3 0 5
-1 1 x-5 =
S B
= (Xx=2)(x=5) 5 x_3 ‘
= (x=2)(x=5)[(x—4)(x~3) -2 5
—  (x—2)(x—5)(x2 — 7x+10) <
= (X—2)(x=5)(x—2)(x—5).
Assim, o polindmio caracteristico da matAZ
P(X) = (x—2)*(x—5)?,
e, portanto, seus autovalores sao 2 e 5, ambos com miudigdie algébrica
2. Contando as multiplicidades, seus quatro autoval@aes\s= A, =2 e
A3=A4=5.
Para concluir que a matrixé diagonalizavel, precisamos verificar se exis-
tem quatro autovetores linearmente independentes, gussegaiste uma base
de autovetores pai@®.
Para o autovalo\; = A, = 2, temos que 0s autovetores associados
v = (X, Y, z t) satisfazem o sistema linear
(2l,—A)v =0, (6.3)
que é equivalente ao sistema
X+t=0
y—2t=0.
Assim, todas as solugdes do sistema (6.3) sao da forma
(—t,2t,z t)=t(-1, 2,0, 1)+2(0, O, 1, 0), para todd, z€ R.
Portanto,v; = (-1, 2, 0, 1) ev, = (0, 0, 1, 0) sao dois autovetores line-
armente independentes associados ao autoXalerA, = 2. Em particular,
a multiplicidade geométrica desse autovalor & igual au2seja, igual a sua
multiplicidade algébrica.
Analogamente, para o autovalds = A4 = 5, 0s autovetores associados
v = (X, Y, z t) satisfazem o sistema linear
(5l —A)v =0, (6.4)
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gue € equivalente ao sistema
x—y=0
z+t=0.
Assim, todas as solu¢des do sistema (6.4) sao da forma

(%, X, z, —z) =x(1, 1, 0, 0) +z(0, O, 1, —1), para todx, z< R.

Portantovs = (1, 1, 0, 0) evs = (0, O, 1, —1) s&o dois autovetores linear-
mente independentes associados ao autovaler A4 = 5. Aqui, também, a
multiplicidade geométrica do autovalor 5 & igual a 2, mogate coincidindo
com o valor de sua multiplicidade algébrica.

Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a auewalistintos
sao linearmente independentes. Dali, concluimos quejortto de autovetores
{v1,V2,v3,v4} tem que ser linearmente independente, garantindo que & matr
A &, de fato, diagonalizavel. Observe ofug,v2,v3,v4} € uma base d&*
formada por autovetores da mat#iz

A matriz diagonaD, semelhante A, & dada por

[N NeoNe
[ NeoNeoNe

0
2
0
0

o oOoN

enquanto uma matri2 tal queD = P~1AP & dada por

OoOr OO

0
0
1
-1

O OrPEF

Observe que os elementos da diagonal principdD d&o os autovalores
da matrizA e que as colunas d&sao os autovetores associaslgsvs, Vi eVa.
Observe, também, que a ordem em que autovalores e auts/elparecem
esta correta: as primeiras duas colunasPd&io 0s autovetores correspon-
dentes ao autovaldr, = A, = 2, enquanto as duas Ultimas coluna$d&o os
autovetores correspondentes ao autovadce A4 = 5.



2 -1 -1
1. Considere a matri& = 1 0 -1
-1 1 2

MODULO 1

a. Determine se a matrixé diagonalizavel e, caso seja, deter-
mine uma matriz diagon& semelhante A.

AULA

b. Determine uma matri2 tal queD = P~1AP.

12 0 O
21 0 O
00 1 -2
00 -2 1

2. Considere a matria =

a. Determine se a matrixé diagonalizavel e, caso seja, deter-
mine uma matriz diagon& semelhante A.

b. Determine uma matri2 tal queD = P~1AP.

4 00
3. Considereamatria=| 1 4 0 |. Determine se a matri&
0 05
é diagonalizavel e, caso seja, determine uma matriz dald®
semelhante A.
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Aula

PROCESSO DEDIAGONALIZAC, AO
DE MATRIZES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

descrever o processo de diagonal&made uma matriz
atraves de um procedimento formal;

aplicar o procedimento de diagonaliaagde matrizes
apresentado.
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Pré-requisitos:
Determinantes de
matriz (Algebra
linear I); Teorema
6.1 da Aula 6;
Teorema 4.1 da
Aula 4; Teorema
2.4 da Aula 2.
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PROCESSO DE DIAGONALIZAC, AO DE
MATRIZES

Durante as Aulas 5 e 6, desenvolvemos um processo de diggonal
cao de matrizes que queremos, agora, formalizar. As ¢coesdiexigi-
das devem satisfazer as condigdes do Teorema 6.1 da Aalasgja,
consideremos uma matrix € My(R) com n autovetores linearmente
independentes. Entdao, sabemos que a mateizliagonalizavel.

O processo de diagonalizar uma makizonsiste em encontrar uma
matriz diagonalizada Dsemelhante &, D = P~1AP, e amatriz diago-
nalizante P Descrevemos esse processo nos quatro passos seguintes.

Passo 1:Determinar os autovalores da matriz A.

Verifiqgue se a matriA & uma matriz triangular. Caso seja, entao
seus autovalores ja sao os elementos de sua diagonapptinc

Se a matrizA nao é triangular, entao precisamos calcular seu poli-
ndmio caracteristico, que & dado por

p(x) = detxl, — A),

ondel,, & a matriz identidade de ordem Para o calculo do polindmio
caracteristico, & preciso lembrar do processo de catiitleterminante
de matriz visto no curso dilgebra Linear I.

Como ja sabemos, os autovaloresAdsao exatamente as raizes do
polindbmio caracteristico, ou seja, as solucdes dagia

p(x) = det(xl,—A) =0.

Como ja foi observado anteriormente, o calculo das satleeum
polindmio & muito dificil se o grau do polindmio for maique dois.E
preciso salientar que esse método de obter os autovalenesa ma-
triz, por meio das raizes do seu polindbmio caractedst&o & muito
pratico devido a necessidade de se calcular um deterteipadevido a
dificuldade de obter as raizes de um polindmio de grau2. No en-
tanto, no decorrer deste curso, todos os polindbmios eafatitos en-
contrados terdo coeficientes inteiros e, na maioria dassysmas raizes
serao racionais ou mesmo inteiras. Em particular, podeseaplicar o
Teorema 4.1 da Aula 4 para ajudar a encontrar as raizes ohd b
caracteristico.



SejamAy, Ao, ..., Ay OSnautovalores da matrix, ou seja, as raizes
do polindmio caracteristico. Cada autovalocomparece nesta relacao
tantas vezes quanto for sua multiplicidade algébrica,ésto nUmero
maximo de vezes que o fator— A ) aparece na fatoragao do polindmio
caracteristicg(x).

AULA ' MODULO 1

Passo 2:Determinar uma base de autovetores da matriz A.

Para cada autovalady, de multiplicidadeny, ny < n, devemos obter
uma base de autovetores para seu autoedpafyg que, como ja foi
visto, coincide com o espaco-solucao do sistema lineardgéneo

Devemos, assim, obtet, autovetores linearmente independentes
associados ao autovaldg. Observe que a dimensao deste subespaco
deve ser igual &y, isto &, a multiplicidade geométrica do autoval@r
deve ser igual a sua multiplicidade algébrica. Lembre ge@ao exis-
tirem ng autovetores linearmente independentes associados aalauto
Ak, entao a matriA nao & diagonalizavel.

Procedendo dessa forma, obtemos uma base de autovetores
{v1,...,vn} para oR", onde cada autovetaf; esta associado ao au-
tovalorA.

Passo 3:Montar a matriz diagonalizada D.

A matriz D & uma matriz diagonal e sua diagonal principal consiste
exatamente dos autovalorgs A», ..., A, da matrizA,

0 0 ... A

Passo 4:Montar a matriz diagonalizante P.

A matriz P, que satisfaD = P~1AP, & a matriz que realiza a mu-
danca de base, da base de autovetpres..,v,} para a base candnica
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deRR", e cujas colunas sao formadas pelas componentes dostautsve
{V1,...,Vn}, OU seja, &-ésima coluna d® & formada pelas compo-
nentes ddk-ésimo autovetowy dessa base. Denotamos essa relacao
entre a matrif e os vetoresy,...,Vv, por

P=[v1 V2 ... Vol
E muito importante observar que a ordem dos vetores da base de

autovetoregvs,...,v,} determina a ordem das colunas da m&reza
ordem dos elementos, Ao, ..., A, da diagonal principal da matri2.

[ Exemplo7.1. |

Verifigue que a matriz

1 3 3
A=| -3 -5 -3
3 3 1

é diagonalizavel. Determine uma matriz diagonaliZz@dauma matriz
P tais queD = P~1AP.

Solugo:

Vamos detalhar cada um dos passos sugeridos anteriormente.
Passo 1:Determinar os autovalores da matriz A.

Como a matrizZA nao & matriz triangular, devemos calcular seu polindmio
caracteristico para obter os autovaloresAdeO polindmio caracteristico da
matriz A & dado por

x-1 -3 -3
p(x) =detxls—A)=| 3 x+5 3 |,
-3 -3 x-1

cujo célculo nos leva a
p(x) =X+ 3 —4.

Observe que, pelo Teorema 4.1 da Aula 4, os candidatosess naizionais
do polindmio p(x) sao os divisores de -4+1, +£2 e +4. Verificamos rapi-
damente quep(1) = 0, logo, o polindmio(x — 1) divide p(x). Efetuando a
divisao polinomial, obtemos



p(x) = (x—1)(C+4x+4)
= (x—1)(x+2)72

Portanto, os autovalores da mattizao 1 e —2, o primeiro com multipli-
cidade algébrica 1 e o segundo com multiplicidade algali Contando as
multiplicidades algébricas, seus trés autovalores\sanl eA, = A3 = —2.

AULA ' MODULO 1

Passo 2:Determinar uma base de autovetores da matriz A.

Para o autovalod; = 1, temos que os autovetores associades(x,y, z)
satisfazem o sistema linear

(13— AV =0,
ou seja, o sistema

0 -3 -3 X 0
3 6 3 y |=(o0
-3 -3 0 z 0

Este sistema & equivalente ao sistema escalonado

110 X 0
011 y|=(o0],
000 z 0

ou seja, ao sistema
Xx+y=0
y+z=0.

Todas as solu¢Bes desse sistema sao da forma
(X, —x,X) =x(1,—1,1), comx € R.

Portantoyv; = (1,—1,1) & um autovetor associado ao autovalge= 1, logo,
uma base do autoespaco correspondente. Em particulaltiplicidade geométrica
desse autovalor € igual a 1, ou seja, igual a sua multipli® algébrica.

Analogamente, para o autovaldy = Az = —2, 0s autovetores associados
v = (X,Y,2) satisfazem o sistema linear

(=213—Av=0
ou seja, o sistema

-3 -3 -3
3 3 3
-3 -3 -3

N < X
I
o
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Este sistema & equivalente ao sistema escalonado

111 X 0
0 0O y |=1 0],
0 0O z 0
ou seja, ao sistema
X+y+z=0.

Assim, todas as solucdes desse sistema sao da forma
(Xaya —X—= y) = X(l’ 0’ _1) +y(oa 15 _l)a ComX, y € R.

Portanto,v, = (1,0,—1) e v3 = (0,1,—1) s@o dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovdce A3 = —2, formando uma base do
autoespaco correspondente. Assim, a multiplicidade §&tra do autovalor
A2 = Az = —2 é igual a sua multiplicidade algébrica, ou seja, igual a

Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a auewalistintos
sao linearmente independentes. Dali, concluimos quejorto de autovetores
{v1,v2,v3} tem que ser linearmente independente, garantindo que & rAatr
e, de fato, diagonalizavel. Observe due, vz, v3} € uma base di&S formada
por autovetores da matriz

Passo 3:Montar a matriz diagonalizada D.

A matriz diagonaD, semelhante A, & dada por

1 0 O
D=0 -2 O
0 0 -2

Observe que os elementos da diagonal principdD d&o os autovalores
da matrizA.

Passo 4:Montar a matriz diagonalizante P.

A matriz P tal queD = P~1AP & dada por

1 1 0
P=( -1 o0 1
1 -1 -1

Observe gque as colunas Besao os autovetores associad@sVv, € Va.
Observe, também, que a ordem em que autovalores e auts/gparecem



—
esta correta: a primeira coluna Be& o autovetor correspondente ao autovalor O
A1 =1, enquanto as duas Ultimas colunasPd&ho os autovetores correspon- 2
dentes ao autovalay, = Az = —2. g
<
-
)
<
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Aula 8

DIAGONALIZAC, AO DE OPERADORES
L INEARES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender os conceitos de autovalor e autovetor de
um operador linear;

compreender o conceito de operador linear diagonali-
zavel;

reconhecer quando um operador linediagonaliavel.
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Pré-requisito: Aula
5.

Lembre que a base
candnica d&R" &
composta pelos
vetores
€1,6,...,6,0nde
cadag =
(,...,0,1,0,...,0)
tem como (nica
componente
nao-nula &-ésima
componente com
valor 1.
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DIAGONALIZAC, AO DE OPERADORES
L INEARES

Vamos comecar lembrando alguns conceitos do cursélgiebra
Linear I. Umatransforma@o linear de R" em R™ & uma funcao
T:R" — R™ que satisfaz

T(C1V1+Cov2) = C1T (V1) +C2T(V2)

para todovy, v € R" e todocy, ¢, € R.

Chamamosoperador linearuma transformacao linear d&" em
R", T : R" — R". Observe que, neste caso, tanto o dominio quanto
0 contra-domimio tém a mesma dimens&oLembre que, fixando a
base canodnica dB", o operador lineal : R" — R" fica representado
pela matrizA = (aj) € Mp(R), chamadamatriz cardnica, através de
multiplicacao de matrizes da seguinte forma:

V— Av,
Vi1 ail a2 -+ ain Vi
V2 dp1 ayy -+ agn V2
. = . . ) ) . ;
Vn dnl1 9n2 - ann Vn
Vi
\Y;

2 |, . .
onde| . é o vetorv = (v1, Va,..., V) descrito na base canonica.

Vn
Denotando esta base pf@, e, ...,e}, entdo as colunas da matiz
sao as componentes dos vetofds;), T (e»),..., T(e,) na base cand-
nica:

Vamos trocar a base candnica @' para uma outra base
{uz,uz,...,un}. SejaP € Mp(R) a matriz que realiza a mudanca da
nova basdus,uy,...,uy} para abase candni¢e;, e, ...,en}. Lembre
gue a matri’ € obtida de modo que suas colunas sao as componentes
deus,uy,...,u, com respeito a base candni@, ey, ..., en}:

P=[ups uz ... upl.



Sabemos também que, com respeito & nova pagsely, ..., un}, O
operador lineafl : R" — R" fica representado pela matize M,(R)
através de multiplicacao de matrizes da seguinte fopaea cada vetor

ap
v e R", escrevar = ajug +aUz+ ... +aqup, entaovig = | : | €0
an
vetorv descrito na basg = {uy,up,...,un} €

[Vlg — B[V]g,

ay b1 b1z - bip ay
ap o1 boo -+ bop ap
an bt bn2 -+ bpn an

Lembre também que as colunas da maligao as componentes dos

vetoresT (up), T (uz),...,T(uy) com respeito a bagé:
B=[T(u1) T(u2) --- T(up) |
Por fim, também sabemos que a relacao entre as matrzBsque

representam o operador linedr : R" — R" na base canodnica
{e1,e,...,en} € nanovabaséuy,uy,...,u,}, &€ dada por:

B=P !AR

ou seja, as matrizes e B sao semelhantes.

[ Exemplo8.1. |

EmR?, consideremos as seguintes bases:
a= {el = (1,0),82 = (07 1)} € B = {U]_ = (1,—2),U2 = (27_5>}7

e o operador lineaF : R? — R? dado por

T(X,y) = (2x—3y,4x+Y).

Determine as matrizes e B, que representam o operador lindar
com respeito as basese 3, respectivamente.

MODULO 1

AULA
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Lembre que, se a
matriz o

a )
A= < c d > e
inversivel com
determinante
detA=ad-bc,
entao sua matriz

inversa € dada por
-1 __
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A
1 d —b
detA\ —c a /'

Solugao:

Para obtermos a matrix € Mp(R) que representa o operador lindana
base candnica, calculamos:

T(e1) =T(1,0) = (2,4) =2e, +4e
T(&) =T(0,1) =(-31) =-3e+1le;

portanto, a matri, tendo como colunag(e;) e T(e;), & dada por

A:<j‘ﬁ>.

As colunas da matriP sao os vetoreg; = (1,—2) eup = (2,-5):

p:<_;_§>.

Dai, obtemos facilmente que

2 ([ 5 2
P _(—2 -1 )

e, portanto, a matriB, que representa o operador lindana base3, &€ dada
por

e [ B 2\ (2 -3 1 2\ [ 44 101
B=P AP_(—z —1)J\4 1)\ -2 -5)7\ —18 —41 )

Temos o seguinte resultado geral.

Teorema 8.1.

Duas matrizesA, B € My(R) definem o mesmo operador linear
T :R" — R" se e somente sk e B sdo matrizes semelhantes, isto €,
se e somente se existe matriz inversRéhl queB = P~1AP.

SeA € Mp(R) & a matriz candnica do operadbr. R" — R", isto
€, a matriz que representa este operador com respeit@x@asnica,
entao, pelo Teorema 5.1 da Aula 5, toda maBizemelhante A&, tem
0 mesmo polindmio caracteristico e 0s mesmos autovatpres. E
em vista do Teorema 8.1 acima, como todas as matBizesmelhantes
aA, representam o mesmo operador lin€afR" — R", podemos con-
siderar as seguintes definicdes de polindmio caratisie autovalor
do operador linear:



Definicao 8.1.

1. Um nimero reah & chamado unautovalordo operador li-
nearT : R" — R" se existe um vetor nao-nwoc R" tal que

T(v)=Awv. (8.1)

Todo vetor nao-nule que satisfaca (8.1) & chamaalatovetor
associaddgoucorrespondenfeao autovaloi . Os autovalores
também sao chamadesalores pbprios ou valores caracte-
risticos e os autovetores sao chamadesores poprios ou
vetores caractésticos Observe que, sk € Mp(R) & a matriz
gue representa o operadbmuma base qualquer d&", isso
equivale a dizer qué € autovalor da matrid, pois

T(V)=Av=Av.

2. Chamamoautoespacalo operador linear, associado ao au-
tovalor A, ao subespaco vetorial &' gerado por todos os
autovetores d& associados A. Denotamos este autoespaco
por

EA)={veR"|T(v)=Av}.

3. O polindmio caractefstico do operador lineafl : R" — R"
€ o0 polindbmio caracteristico de qualquer matiz Mu(R)
gue representa o operador lindacom respeito a uma base
qualquer deR",

4. O operador lineaF : R" — R" édiagonalivelse existe uma
base{ui,uy,...,uy} deR" com respeito & qual o operadbr
é representado por uma matriz diagoDat Mn(RR).

Temos agora os seguintes resultados, consequénciassdtiades
analogos vistos para 0 caso de matrizes.

Teorema 8.2.

1. Sejanmvy, vy, ..., Vmautovetores do operador linéar R" — R"
associados aos autovalores distim@s Ao, ..., Am, respectiva-
mente, entao 0s autovetoresVo,...,Vm Sao linearmente inde-
pendentes.

MODULO 1

AULA
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2. O escalaiA & um autovalor do operador linear. R" — R" se e
somente sd & uma raiz do polindmio caracteristico @e

3. O operador lineaf : R" — R" & diagonalizavel se e somente se
existe basdui,uy,...,uy} deR" formada por autovetores de
Nesse caso, se a matriz diagonal

A O 0
D— 0 A 0
0 0 ... A

representa o operaddrcom respeito a basi, up, ..., un}, en-
tAoT (uk) = Ak Uk paratoddk = 1,...,n, ou seja, 0s elementos da
diagonal principal da matri@ sao os autovalores do operador

4. SejaA € Mp(R) a matriz que representa o operador linear
T :R" — R" numa base qualquer &&'. Entao o operador linear
T & diagonalizavel se e somente se a marzdiagonalizavel.

Esse ultimo resultado reduz a investigacao da diagragdp de o-
peradores linearés: R" — R" ao estudo da diagonalizacao de matrizes
A€ Mp(R), que foi discutido em detalhes nas aulas anteriores. Vejamo
mais alguns exemplos.

[ Exemplo8.2. |

Determine todos os autovalores e autovetores do operadsarli
T : R? — R? dado por

T<X7y) = (GX_y73X+2y)‘

Determine se o operaddré diagonalizavel e, caso seja, determine
uma representagao diagonal, ou seja, uma matriz diagpaall;(R)
que representa o operadbr

Solugo:

Primeiramente, vamos calcular a mathz M»(RR) que representa o ope-
radorT com respeito & base candnicakfe Como

T(e1) =T(1,0) =(6,3) =6e1+3e
T(e2)=T(0,1) =(-1,2) = —1ler + 2ey,
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a matrizA, tendo como colunat(e;) e T (e2), &€ dada por

- (573)

O polindmio caracteristico dE sera o polindmio caracteristico da matriz
A que & dado por

det(X|2—A)
x—6 1 '

p(x)

-3 x-2
= x2—-8x+15
= (x=3)(x=5).

Assim, os autovalores desaoA; = 3 eA, =5. A essa altura, ja podemos
concluir que o operaddf : R? — R? & diagonalizavel, pois, como ele tem
dois autovalores distintos, entdo, pelo Teorema 8.2,qgealpar de autove-
tores correspondentes € linearmente independente anpmrforma base de
autovetores paraR®?.

Vamos determinar os autovetores. Para o autovalet 3, temos que 0s
autovetores associades= (x,y) satisfazem o sistema linear

(3l,— A)v =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oawog
3 -1 x\ (0O
0O O y ) \0)°

Assim, os autovetores deassociados ao autovald; = 3 sao da forma
vV = (x,3x) com x € R*.
Em particular,v; = (1,3) & um autovetor dd associado ao autovalor
A1 =3.

Analogamente, os autovetores= (x,y), associados ao autovalds = 5,
satisfazem o sistema linear

(5, — A)v = 0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema &oewog

(D60

MODULO 1

AULA
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Assim, os autovetores deassociados ao autovalds = 5 sdo da forma

V= (X,X) com x € R*.

Em particular,v, = (1,1) &€ um autovetor dd associado ao autovalor
A2 =5. Assim,3 = {vi,v2} & uma base dR? formada por autovetores de
e a representacao diagonal & a matriz diagonal de ordem 2 cuja diagonal
principal & formada pelos autovalords= 3 eA; = 5:

D:<g g)

[ Exemplo8.3. |

SejaT : R? — R? o operador linear que reflete pontos com respeito
a reta pela origem = kx, ondek € R. Veja aFigura 8.1.

Figura 8.1: Reflexdo com respeito a rega= kx.

Mostre que:
a)vi = (1,k) evp = (—k, 1) sdo autovetores dE;

b) T & diagonalizavel e encontre uma representacao diagode
T.

Solugo:

a) Como nao conhecemos as equacdes que definem a traacharim
procedemos geometricamente como segue.

Observe que o vetor; = (1,k) pertence a retg= kx, logo ele & mantido
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fixo pela acéo do operaddr, isto &,T (v1) = vi. Assim,v; & um autovetor de
T associado ao autovaldg = 1.

MODULO 1

Por outro lado, observamos que o vetgr= (—k,1) & ortogonal ao vetor
V1, pOis
V1-Vo = 1-(—k)+k-1=0,

e, consequentemente; & perpendicular a reta= kx. Assim, o operadol
transforma o vetov, em seu negative-v, isto &,T(vy) = —v,. Logo, v, é
um autovetor dd associado ao autovaldp = —1.

AULA

b) Como os vetores; = (1,k) e v, = (—k,1) sao linearmente indepen-
dentes, temos qu = {v1,V>} &€ uma base ordenada &8 formada por au-
tovetores deT. Portanto, o operaddf é diagonalizavel com representacao

diagonal dada por
1 0
o- (4 2)

[ Exemplo8.4. |

Determine todos os autovalores e autovetores do operadsarli
T : R® — R3 dado por

T(X7y7 Z) = (2X+y7y_zu 2y+ 4Z>

Determine se o operaddré diagonalizavel e, caso seja, determine
uma representacao diagonal, ou seja, a matriz diagpraliz(R) que
representa o operaddre a base de autovetores correspondente.

Soluco:

O procedimento é semelhante ao do Exemplo 8.2. Primeiramnesmos
calcular a matriA € M3(IR) que representa o operadbrcom respeito a base
candnica d&3. Como

T(e1) =T(1,0,0) =(2,0,0) = 2e; 4+ 0e, + Oe3
T(e2)=T(0,1,0)=(1,1,2) =1le1+ 1ex + 2e3
T(e3s) =T(0,0,1) = (0,—1,4) =0ey + (—1) & + 4e3,

T(ep) eT(e3), € dada por
1 0
1
2
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O polindmio caracteristico dE sera o polindmio caracteristico da matriz
A que & dado por

p(x) = detxlz—A)

= 0 x-1 1
0 —2 x—4
x—1 1
= =2, x—4'
= (x=2)[(x—21)(x—4)+2
= (x—2)(x*—5x+6)
— (x—2)(x-2)(x—3)
(x—2)%(x—3).

Assim, 0s autovalores desaoA; = A, =2 eAz = 3. Como temos apenas
dois autovalores distintos, ainda nao podemos decidir éaliagonalizavel.
Vamos, primeiramente, determinar uma base do autoespaco

E(2) ={veR®| T(v)=2v}

associado ao autovaldq = A, = 2. Sabemos que um vetor= (Xx,y,z) per-
tence ao autoespag(2) se e somente se ele €& solu¢ao do sistema linear

(23— A)v =0,
isto e, de
0 -1 O X 0
0 1 1 y |=[0
0 -2 -2 z 0

Escalonando a matriz associada desse sistema, obtemésnaasis

010 X 0
00 1 y |=1o0],
000 z 0

cujas solugdes sao= (x,0,0), x € R. Como a solucao geral depende ape-
nas de uma variavel independente, entao o autoegp@j}@ unidimensional.
Temos quer; = (1,0,0) & um autovetor d& associado ao autovaldg =2 e,
portanto, forma uma base &€2).

Vamos agora procurar uma base do autoespago
(3) = {veR®|T(v)=3v},

associado ao autovaldg = 3. Sabemos que um vetor= (XY, z) pertence ao
autoespacé (3) se e somente se ele & solugao do sistema linear



isto €, do sistema

MODULO 1

1 -1 O X 0
o 2 1
0 -2 -1 z 0

<
Il
o

AULA

Escalonando a matriz associada desse sistema, obtemosnossis
10 1/ 2 X 0

01 1/2 y |=]0
00 0 z 0

)

cujas solugdes saw= (—z,—2,2z), ze R. Como a solug¢ao geral depende,
novamente, apenas de uma variavel independente, entétespac¢d (3)
também & unidimensional. Nesse cago= (—1,—1,2) & um autovetor d&
associado ao autovaldg = 3 e, portanto, forma uma base HE3).

ComoT possui apenas dois autovetores linearmente independentas
nao existe base de autovetoresideara oR3 e, portanto, pelo Teorema 8.2, 0
operador lineal nao & diagonalizavel.

Autoavaliacao

Terminamos o primeiro modulo do curso Algebra Linear 1. N&o
deixe de fazer uma boa revisao dos conceitos vistos ndsteipy
modulo antes de iniciar o segundo. Facga 0s exercicids desq
e reveja os das aulas anteriores. Se voceé ficar com alguvindeac
procure o tutor no seu polo.

[em]
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. SejaA= (

_1 é ) e definal : R® — R?porT(v) = Av. Mostre

quevs = (1,1) & autovetor dd e que o operador linedr nao é
diagonalizavel.

. Verifique se o operador line@r: R — R3 dado por

T(xY,2) = (zy,X)

é diagonalizavel e, caso seja, determine uma repregentha-
gonal, ou seja, uma matriz diagoriak M3(RR) que representa o
operadoiT e uma base de autovetores correspondente.

. Verifique se o operador line@r: R* — R* dado por

T(XY,z,t) = (3x—4z,3y+ 5z, —z —t)

é diagonalizavel e, caso seja, determine uma repregentha-
gonal, ou seja, uma matriz diagoak M4(R) que representa o
operadoiT e uma base de autovetores correspondente.

. Mostre que 0 & autovalor do operadorR" — R" se e somente

seT e nao-inversivel.



Aula 4

MATRIZES ORTOGONAIS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

fazer uma revigo de conceitos importantes de ortogo-
nalidade;

compreender o conceito de matriz ortogonal;
praticar @lculos com matrizes ortogonais.



Algebra Linear Il | Matrizes Ortogonais

M ATRIZES ORTOGONAIS

Pré-requisitos:

Produto interno Neste modulo, estaremos considerando o espacgo vekdnmatinido
entre dois vetores.  do produto interno usual, também chamado de produto eésCalaseja,
dados os vetoresi= (uy, ..., Uy) €v=(Vy, ..., Vp), 0 produto escalar

deu ev é dado por
U-V=uUVvi+...+UnVp,

qgue também denotamos par, V).

Na linguagem de matrizes, considerarma@sv como matrizes colu-
nasn x 1, que denotamos por

ua Vi
uz V2
u= ev= .
Un Vn

Denotando pou' a matriz transposta de o produto interno de e
Vv pode ser expresso na forma:

Vi

V2
(U,v) =u'v = (ug,Uz,...,un) | | =UVi+...+UnVn.

Vn

Vamos relembrar algumas defini¢des.
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Definicao 9.1. O
2
(@]
E
1. Anormade um vetorv = (vy,...,Vn) € R" & dada por
IVl = VW) = V24 V3 .. 2, n<
5I
e o vetorv é unitario se||v|| = 1. <
2. Dado um vetor nao-nube, o vetor unitrio na dire@o e sen-
tido dev é o vetor dado por
gV
vl
e dizemos que o veterfoi normalizado
3. Oangulo 6 € [0, ] entre os vetores nao-nulose v & dado
por
u,v
cosf = u
[Jull vl
4. Dois vetores nao-nulase v saoortogonaisse o angulo entre
eles & de R Pela formula anterior, isso equivale a dizer que
(u,v) =0.
Veremos que muitas matrizes possuem propriedades geécasétr
especiais que sao caracterizadas pela forma como sa&agéetores
se comporta com respeito ao produto interno. Por exemplmdpa
acao da matriz preserva a norma dos vetores ou quandmaegserva
o angulo entre dois vetores.
Na discussao que se segue, um papel central & desempgrahasio
conjuntos de vetores ortogonaise
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Definicao 9.2.

z.

1. Um conjunto{vy,vy,...,vp} de vetores nao-nulos de" &
dito conjunto ortogonake cada par de vetores distintos € or-
togonal, isto &, sév;,vj) = 0 para todd # j. Chamamos de
base ortogonah toda base que também & conjunto ortogonal.

2. Um conjunto{vy,Vo,...,Vp} de vetores nao-nulos de" &
dito conjunto ortonormake é conjunto ortogonal e se todos
0S Seus vetores sao unitarios, isto é{\sev j> = 0 para todo
i # ] e sg||vi|| =1 paratoda. Chamamos dbase ortonormal
a toda base que também & conjunto ortonormal.

O conjunto mais simples de base ortonormadRié abase cadnica
{e1.€,...,en} deR". Os seguintes resultados foram vistos no curso de
Algebra Linear I:

Teorema 9.1.

1. Todo conjunto ortogonal de vetores € linearmente inudgate.

2. Todo conjunto ortogonal devetores deR" forma uma base (or-
togonal) deR".

[ Exemplo9.1. |

Mostre que{vi,V2,v3} & uma base ortonormal @, onde

3/V11 ~1/v6 ~1//66
vi=| 1/V11 |,vo=| 2/V6 | evs=| —4/,/66
1/v/11 1/v/6 7/\/66
Solugo:
Calculando os produtos internos:

(vv>—_3+2+1—0'

1,V2 = 66 Ves  ves

(V1,V3) = = 4 + ! =0;

VT 726 V726 V726
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(vv>—1—8+7—0

277 /396 /396 396
temos que{vy, Vo, V3} & conjunto ortogonal formado por 3 vetores B Pelo
Teorema 9.1, antes apresentadie;,vo,v3} € base ortogonal dB3. Alem
disso,

9 1 1

(Vi,v1) = ﬁ+ﬁ+ﬁ:1;
1 4 1
(V2,Vv2) = é‘l—é 6 1
1 16 49
(V3,V3) = 6_6+§3+§3:1’

0 que mostra que;, v, evs Sa0 vetores unitarios. Logévi,Vv2,Vv3} & conjunto
ortonormal e, portanto, base ortonormalRfe

Vale a pena destacar que, quando os vetores de um conjuoto ort
gonal sao normalizados, o conjunto permanece ortogaradcs agora,
também, conjunto ortonormal. Portanto, quando uma basgaral
€ normalizada, obtemos uma base ortonormal que preseriasaasas
direcOes dos vetores da base ortogonal original.

[ Exemplo9.2. |

Obtenha uma base ortonormal Bé na qual um dos vetores tenha
a direcao do vetor = (3,4).

Soludo:

Precisamos encontrar um veter= (X,y) que seja ortogonala= (3,4).
Assim, temos que

<(374)7 (va)> =0

3X+4y =0,
isto &,
3X = —4y,
ou,
__3,
y=—%

Assim, todo vetor da formav = (t,—3t/4), comt € R*, & ortogonal a
v = (3,4). Em particular, os vetorew = (—4,3) (t=—-4) ew = (4,-3)
(t = 4), como mostra &igura 9.1.

MODULO 1

AULA
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2

Figura 9.1: Vetores ortogonais.

Como{(3,4),(—4,3)} & um conjunto ortogonal formado por 2 vetores de
R?, entao, pelo Teorema 9.1, &€ uma base ortogon&’déormalizando esta
base, obtemos

\Y; 1
w 1
2= i =5 43 = (-4/5.3/5).

Assim, o conjunto{vy,v,} & uma base ortonormal @& em que o vetor
vi = (3/5,4/5) preserva a dire¢ao de= (3,4).

De um modo geral, dado um vetor nao-nve= (a,b) € R2, o vetor
w = (—b,a) & um vetor ortogonal &, representado por uma rotagao &m
de 90 no sentido anti-horario, como & ilustrado Figura 9.1 pelos vetores
v=(3,4) ew=(—-43).

O proximo exemplo descreve a construgao de uma baseoomah
paraR3,

[ Exemplo9.3. |

Obtenha uma base ortonormal & na qual um dos vetores tenha
a direcao do vetor = (—1,2,1).

Solugo:

Um vetoru = (x,Y,z) & ortogonal & = (—1,2,1) se e somente se
<(_l’ 2’ l)a (Xaya Z)> = Oa
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ou seja,

0 que nos da

x

_.I_

&

_.I_

N

o
MODULO 1

]
:
]

Assim, todo vetor da forma

AULA

u=(Xy,x—2y)=(1,0,1) x+(0,1,—-2) y,

X, Y€ R (Xx# 0 ou y# 0), &€ ortogonal &. Em particular, escolhendo= 1,
y =0, obtemos o vetaun = (1,0,1) ortogonal av = (—1,2,1).

Queremos, agora, um vetor= (a, b, c) que seja ortogonaha= (—1,2,1)
e au = (1,0,1). Assim, queremos que sejam satisfeitas as condi¢cdes

<(_17271) a, b C)> -
((1,0,1),(ab,c)) =o
0 que nos da o sistema linear

—a+2b+c=0
a+c=0.

Resolvendo o sistema, obtemos
c=-aeb=a,
0 que nos da vetores da forma
w=(aa-a=(11-1)a aecR".
Escolhend@ = 1, obtemos o vetow = (1,1, —1) ortogonal av = (—1,2,1)
e au = (1,0,1). Como{v,u,w} & um conjunto de 3 vetores ortogonaisife

entio esse conjunto forma uma base ortogonakte Normalizando esses
vetores, temos:

V=g || = (-1/V6, 2/v86, 1/V6);
m = (1/V2, 0, 1/V2);

ﬁ = (1/V3, 1/v3, —1/V/3),

Vo =

V3 =

e, assim{vy,V,,v3} & uma base ortogonal @.

Depois de revermos esses fatos importantes sobre conpntoge-
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nais, vamos introduzir um tipo especial de matriz cujasre@diformam
um conjunto ortonormal de vetores. Este tipo de matriz &ommoipor-
tante em varias aplicacdes e em algoritmos computaisiona

Definicao 9.3.

Uma matrizA € Mp(R) & chamadartogonalseA! - A= I, ondeA!
€ a matriz transposta dee |,, € a matriz identidade de ordem

Vamos ver, inicialmente, uma propriedade que facilitargsos cal-
culos posteriormente.

Teorema 9.2.

Uma matrizA € Mp(R) & ortogonal se e somente se suas colunas
formam um conjunto de vetores ortonormais, e, portanto, formam
uma base ortonormal d®&".

Demonstraéo

Sejamvy, Vo, ...,V as colunas da matri, isto e,

A=V VvV Vn |
Entao,
Vi
Vo
ALA = : [ Vi Vo Vn ] —
Vh
Vieve Vievp Vi v
| Vavi Vpev2 Vs v
viovp Vv, Vi vy
(V1,v1) (v1,V2) (V1,Vn)
<V27V1> <V27V2> <V27Vn>
= . . , (1)
<Vn,V]_> <Vn7V2> <Vn,Vn>

As colunas da matria formam um conjunto de vetores ortogonais
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se e somente s@;,vj) =0 para todd # j. E essas colunas sao vetores
unitarios se e somente $,v;) = 1 para todd. Assim, as colunas da
matriz A formam uma base de vetores ortonormais se e somente se a
matriz em (1) & a matriz identidade, isto &, se e somem¥éfse: |, ou

seja, se e somente se a maki@ ortogonal.

[ Exemplo9.4. |

3/5 —4/5

Verifigue se a matriA = [ 4/5  3/5

} € uma matriz ortogonal.

Solugao:

Vimos, no Exemplo 9.2, que os vetores formados pelas coldmasatriz

ae(38) - (42,

sao ortonormais. Logo, pelo Teorema 9.2, a matrizmatriz ortogonal.

A

[ Exemplo9.5. |

-1/v6 1/vV2 1/V/3
Verifigue se amatria= | 2/v/6 0 1//3 | € umama-

1/v6 1/v2 -1/V3

triz ortogonal.
Solugao:
Vimos, no Exemplo 9.3, que os vetores formados pelas coldaasatriz
-1/V6 1/v2 1/V3
vi=| 2/V6 |,va= 0 evs=| 1/V3 |,
1/V/6 1/V2 _1/V3

sao ortonormais. Logo, pelo Teorema 9.2, a matrizmatriz ortogonal.

A

Autoavaliacao

Estude bem os conceitos apresentados nesta aula, passarss;
tivamente explorados nas proximas aulas. Nao deixe baltrar 0s
exercicios que seguem. Se voce tiver qualquer duvidesulte seu
tutor.

MODULO 1

AULA
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. Sejav = (a,b) € R? um vetor unitario, isto &, que satisfaz

a?+b? = 1. Obtenha todas as matrizes ortogoraide ordem 2,
cuja primeira coluna & o veter= (a,b).

. Determine o valor dk € R tal que os vetores

u=(1,2k3)e u=(3k7,-5)

sejam ortogonais.

. Dadou = (0,1, -2,5) € R4, determine uma base ortogonallit

gue contenha o vetar.

. SejaSo subconjunto d&3 formado pelos vetores

up=(1,1,1), up=(1,2,—-3) e ug=(5,—4,-1).

Mostre queS & uma base ortogonal & e transforme essa base
numa base ortonormal.

. Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna @

us = (1/3,2/3,2/3).



Aula 1 O 4

PROPRIEDADES DAS M ATRIZES
ORTOGONAIS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender algumas propriedades geiicas das ma-
trizes ortogonais;

conhecer exemplos importantes de matrizes ortogonais;

praticar a leitura de demonstizgs materaticas de pro-
priedades importantes efilgebra Linear.
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Pré-requisitos:
Autovalores e
autovetores de
matrizes, Aula 9.
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PROPRIEDADES DAS M ATRIZES
ORTOGONAIS

Nesta aula, veremos algumas propriedades geométricasadiases
ortogonais. Lembre que as matrizes ortogonais foram ablasdaa aula
passada.

Teorema 10.1.

SejaA € My(R) uma matriz ortogonal. Entao

1. detA) = +1

2. A é matriz inversivel &1 = AL,

3. SeA € R é autovalor da matria, entdod = 1 ouA = —1.

4. SeB € My(R) & matriz ortogonal, entédo o produdd também &

matriz ortogonal.

Demonstraéo

1. Lembrando queA ortogonal significaAl - A = I, e que
det(A') = det(A), temos

(defA)2 = detA)-detA)
= detfA)-detA)
= detA'A)
= defly) =1,

donde se conclui que déf) = +1.

2. Como detA) # 0, a matrizA & inversivel. E, d&'- A= I, segue
queA—1=A.

3. SeA € R é autovalor da matria, entao existe um vetor nao-nulo
v € R" tal queAv = Av. Assim, temos que

A2(v,Vv) = (AV,AV) = (Av,Av)
— (AV)'- (A) = (VA) - (AV)
= VI (A'A)V =Vt (Ipv)
= Viv=(v,V),

e, como(v,V) # 0, segue qua? = 1. Logo,A = +1.



4. Como a matriZB também & ortogonal, ent® -B = I,,. Para
concluir queAB é ortogonal, devemos mostrar queB)! - (AB) =
Ih. Temos
(AB)- (AB) = (B'A")(AB)
B'(A'A)B
B'l,\B
B'B

Im

AULA E MODULO 1

como quer’lamos demonstrar.

CQD

Gostariamos de ressaltar que a propriedade 3, menciont$a diz
gue caso uma matriz ortogona possua autovalorA entao
A =+1. Mas nao & necessario que uma matriz ortogAmahha algum
autovalor, como veremos num proximo exemplo.

[ Exemplo 10.1. |

Vimos, no Exercicio 1 da Aula 9, que aé+b? = 1, entdo as ma-

trizes o o
a — a
a=[5 Talee=b )

sao matrizes ortogonais. Observe que

detA)=a’+b?>=1¢e
detB) = —a? —b? = —(a®+b?) = —1.

[ Exemplo 10.2. |

Sejam@, ¢ € [0,2m), entdo as matrizes

A cosf —send e B_ cosp  senp
| sen@  cosf | senp —cosp

sao matrizes ortogonais com determinantes

detA) =cos O +serff=1¢e
detB) = —coS ¢ —serf ¢ = —(cog ¢ +serf¢) = —1.

Estas matrizes serao estudadas mais detalhadamentéxiasgsraulas.
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O proximo teorema fornece algumas propriedades gearaétdas
matrizes ortogonais.

Teorema 10.2.

SejaA € My(R) uma matriz ortogonal e sejamv € R". Entao:

1. A matrizA preserva o produto interno, isto @&u, Av) = (u,V).
Em particular, sas e v sao vetores ortogonais, entdo e Av
também sao ortogonais.

2. A matrizA preserva a norma, isto pAv|| = ||v||.

3. A matriz A transforma bases ortonormais em bases ortonormais,
isto &, se{uy,uy,...,un} & uma base ortonormal d®", entao
{Auy,Auy,...,Aun} também é base ortonormal ®&.

Demonstraéo

1. Dadoau,v € R", temos

(Au,Av) = (Au)'(Av)
(UAY) (AV)
ut(ALA)v
ut(Ihv)
utv

= (Wv).

Em particular, sel e v sdo ortogonais, isto &, ga,v) = 0, entéo
(Au,Av) = (u,v) =0,
ou sejaAu e Av também sao ortogonais.
2. Utilizando a propriedade 1, no case- v, temos
IAV][Z = (Av,Av)
= vy
= |Iv[%,

logo, temos quéAv|| = ||v||.
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3. Seja {ug,uy,...,uy} uma base ortonormal d&".

Entao

(uj,uj) = 0 para todd # j e ||uj|| = 1 ara todoi. Pelas pro-

priedades anteriores, temos

(Auj,Au;j) = (uj,uj) =0 paratodad # j, e
|Aui|| = ||ui]| =1 para todoi.

Logo, {Aus,Auy,...,Aun} &€ um conjunto ortonormal devetores
deR" e, portanto, forma uma base ortonormalRie

CQD

A propriedade 1 do Teorema 10.2 afirma que o angulo entre dois
vetores & preservado, e a propriedade 2 afirma que o comyidrea
distancia entre vetores & preservada. Essas propredadecruciais
para a implementacao de algoritmos computacionais.

[ Exemplo 10.3. |

Sejam
1/vV2 —-1/v/2 0
0 0 1
Verifique se:

a. a matrizA é ortogonal;
b. [|Aul| = [[ul];

c. (Au,Av) = (u,v).

Solugao:

1 1
Olev=|1
-1 0

a. Note gue as colunas da matkizao ortogonais portanto, pelo Teorema
9.2 da Aula 9, segue gueé matriz ortogonal. Também podemos veri-

ficar diretamente pela definicao:

AULA E MODULO 1
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[ 1/V2 1/v/2 0 1/vV/2 -1/vV2 0
AA = | —1/V2 1/\/5 ] {1/\/5 1/v/2 0]
) 1 0 0o 1
(1.0 0
= |01 0]|=ls
|00 1

b. Temos que

Jul| = V12+ 024+ 12 = V2.
Para calculaf{Au||, vamos primeiro calculahu:
1/vV2 —-1/v2 0 1 1/v/2
0 0 1 -1 -1

Dai, segue que

[Aul = \/(1/\@)2+(1/\f2)2+(—1)2=\/(1/2)+(1/2)+1=
= V2

Portanto,|Au|| = v/2 = ||u]|.
c. Vamos primeiro calculafu, v):

(Uv)=1-140-1+(-1)-0=1
Calculemos, agorav:
1/vV2 -1/V2 0 1 0 0
Av = | 1/v2 1/V/2 0 1 |=|2V2]|=| V2 |.
0 0 1 0 0 0
Finalmente, calculandfAu, Av), obtemos

(Au,Av) = V24 (-1)-0=1

f ﬂ

Assim, (Au,Av) = 1= (u,v).
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[ Exemplo 10.4. |

Determine os autovalores da matizlo Exemplo 10.3.
Soluco:

Lembre que os autovalores da mattizao as raizes do seu polindmio
caracteristico, e esse polindmio & dado por:

x—1/v/2  1/V2 0
{ -1/vV2 x-1/v2 0 ]
0 0 x—1

p(x) = det(xlz—A)=

_ 1V U2
- wu[ 7

1 2
= 03] (- 75) +4]
= (x—1)(®—V2x+1).
Agora, a Unica raiz real dp(x) = (x—1)(xX* —v/2x+1) €A = 1, pois 0

polindmio x2 — v/2x+ 1 n@o possui raizes reais. Assim, a matrizossui um
Unico autovalor real) = 1.

[ Exemplo 10.5. |

Sejama = {ug,uz,u3} e B = {v1,v2,v3} duas bases ortonormais
deR3. Mostre que a matriA que realiza a mudanca de base3deara
o & uma matriz ortogonal.

Solugao:

A matriz que realiza a mudanca de basgBdearaa € a matrizA = (a;j)
definida por
V1 = aqiUs + apiUz +agius
V2 = ajoU1 + apoUz + agoU3
V3 = a3U1 + az3U2 + azsUs.

Sendoa = {uj,uz,usz} uma base ortonormal d&?, temos que

<U1,U1> = <U2,U2> = <U3,U3> =1
<U1,U2> = (Ul,U3> = <U2,U3> =0.

Usando estas igualdades e o fatode {vi,v,,v3} ser base ortonormal,
temos

AULA E MODULO 1
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1= (v1,v1) = (a11U1 + az1U2 + a@g1U3, a11U1 + 81Uz + 8z1U3) =
2 2 2
=aj;+ay;+a3,

e, analogamente,
1= (v2,Vo) = &, +a5,+ a5,
1= (v3,vs) = al;+aj;+ a3,

Temos, também,

0 = (v1,V2) = (a11U1 + @21U2 + 831U3, 812U1 + agoUz + 832U3) =
= a2 + azia@p2 + aziazy,

e, analogamente,

0= (v1,V3) = a11a13+ az1d3 + 831833
0= (V2,V3) = ajpa13 + o83+ azpass.

Portanto, estas igualdades mostram que as colunas da matriz

aj; 12 a13
A= | a1 ax az
az1 azz as3

formam uma base de vetores ortonormais. Logo, pelo Teoreind®Aula 9,
A & matriz ortogonal.

( Autoavaliacdo h

Nesta aula apresentamos alguns resultados que caratti@szaaz
trizes ortogonais. Vocé deve resolver os exercicios gugeguem
com a ajuda do seu tutor, se necessario. Nas proximas aatass
usar exaustivamente todos os resultados apresentadas auds}
portanto, &€ importante que vocé compreenda o significedm@-
trico deles.




Exercicio 10.1.

1. Considere as matrizes

10 O 10 O
A=|1 01 0| eB=| 00 -1].
0 0 -1 01 O

MODULO 1

o

<
-
2
a. \Verifigue quéA e B sao matrizes ortogonais.
b. Verifique que o produtédB é ortogonal e calcule seus auto-
valores.
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Aula 1 1 4

ROTAGC OES NO PLANO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o efeito das rotes no plano em torno
da origem;

verificar que estas rotaes §0 exemplos de matrizes
ortogonais.
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Pré-requisito: Aula
10.
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ROTAGCOES NO PLANO

Neste capitulo vamos construir um tipo de matriz ortogomaito
importante de ordem 2. Sao as matrizes que representaniagdes
no plano em torno da origem. Primeiro, vejamos uma defintpe
generaliza um pouco o conceito de matriz ortogonal.

Definicao 11.1.

Um operador lineall : R" — R" & chamadmperador ortogonal
se, em alguma base ortogonal, ele € representado por uma mat
ortogonal.

Vamos considerar, no plano cartesiano, uma rotacé® rdelianos
em torno da origen® = (0,0). Denotaremos esta rotacao pgy. O
operadordg transforma o pontéx,y) no novo pontdx,y) = Ag(X,y).
A Figura 11.1ilustra a agao dég, ondev = (X,y) & o vetor posi¢ao do
ponto(X,y).

Ayv=(x" y"

v=(X, Y)

X

Figura 11.1 Rotagao dé radianos.

Observe que o vetor = (x,y) sofre uma rotacdo d@ radianos em
torno da origem. Convencionaremos que a rotacao seramiolg anti-
horario quandd for positivo e no sentido horario quanédor nega-
tivo.

([ Exemplo 11.1. |

Vamos verificar, geometricamente, a acao de uma rotsmdi@ um



quadrado unitario de vértice na origem.
Solugao:

Vamos considerar o quadrado unitario de veértiges: (0,0), v1 = (1,0),
vo2=(1,1) ev3=(0,1). Aacao darotacady sobre os vértices desse quadrado
sS40 0s pontodyg (Vo) = (0,0), Ag(V1), Ag(v2) eAg(v3), que formam os veérti-
ces de um novo quadrado de lado 1, como indiEgara 11.2

V.

w

.

“y

Vo

Figura 11.2 Rotacao de um quadrado unitario.

Como as rotacdes sao operadores lineakg$ representado por um ma-
triz de ordem 2, que continuaremos denotandoAyr Quando aplicamos a
matriz Ag ao vetorv € R?, sua imagenfgVv tera 0 mesmo comprimento do
vetoryv, isto &,
1AV = v].

Portanto, & de se esperar qgeseja uma matriz ortogonal. Vamos verifi-
car isto na proxima propriedade.

Teorema 11.1.

A rotacao def radianos em torno da origem é representada pela

matriz
An— cos6 —send
=\ se@ cos8 /-

Demonstraéo

Queremos expressar as coordenadas do gahtd) = Ag(x,y) em
funcao do angul® e das coordenadas do pomte: (x,y). Inicialmente,

AULA H MODULO 1
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representamos o ponfr,y) em coordenadas polares:

{ X =T CoSp (11.1)

y=rseng

onde
= Vil V5P

onde¢ é o angulo que o vetar= (X,y) forma com o semieixe-posi-
tivo, conforme aFigura 11.3

YA

Figura 11.3 Coordenadas polares.

Agora,(X,y) = Ag(v) € aimagem do vetar= (x,y) apds a rotagao
de 0 radianos no sentido anti-horario (que consideraremo®agen-
tido positivo). Em forma matricial, temos:

(v)=2(3)

Mas, observando igura 11.4,

108 CEDERJ



—
0
A ror 5|
34' ”””””””””” AQV_(x ’ 14 ) Ia)
O
=
e S v=(X, Y)
0 5
2
e <
X X
Figura 11.4: Componentes déd,y') = Ag(v).
vemos qué|Agv|| = ||v|| =T, assim,
X =rcog¢ +6)
{ y=rsen¢+0). (11.2)
Lembrando das formulas trigonométricas de adigao clesar
coga+h) = cosacosbFsenasenb
sena+b) =senacosb+senbcosa,
e aplicando-as em (11.2), obtemos que
X =rcoq¢ + 6) =rcosp cosd —rsenp send
y =rsen(¢ +0) =rsenp cosb +rcosp send ,
0 que nos da, substituindo (11.1) nas equacdes acima,
X = xcosf —y senf
{ y =ycosO +xcosf . (11.3)
Usando a notacao matricial, as equacoes (11.3) podermmesen-
tadas por
X\ | cosf —senb X
y /| senf cosO y )’
Assim, a matrizAg, da rotacao dé radianos em torno da origem, &
dada por
A — cos6 —sen6
9= | sen6 cosb
Observe que as linhas dg : (cosB, —senf) e (send, cosb), for-
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mam uma base ortonormal @2, assim como as suas colunas. Conse-
guentementedg € uma matriz ortogonal.

CQD

[ Exemplo 11.2. |

Determine as coordenadas dos vértices do quadradoiardesFi-
gura 11.2 apos este sofrer uma rotagcaorgel radianos (45 graus) em
torno da origem e no sentido anti-horario.

Solugao: No casof = /4, a matriz rotagao & dada por:

[ VE2 22

A= Are = [ cosm/4 —senrt/4 } _ [ Ve b ]

senm/4  cosit/4

Os vértices do quadrado saoiy = (0,0),v; = (1,0),v2 = (1,1) e
vz = (0,1). Denotamos as imagens desses vértices pog = Avp,
u; = Avy, Up = Av, e us = Avs. Assim, temos que

e[ 22 52)(8)-(2);

V2/2  2/2 0 0
e[ 32 221(2)-(2):
wemes [ V22 001 (3)=( %)
oo 32 2)(2)- (5)

Portanto, as coordenadas dos vértices do quadradoionapbs sofrer a
rotacao det/4 radianos (45 graus), sao:

Up = (0,0); U1 = (v/2/2,v/2/2); uz = (0,v/2) eus = (—v2/2, \/2/2).

A Figura 11.5ilustra os dois quadrados, antes e ap0s a rotagao.
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Y
v, 7 X

Figura 11.5: Rotagao det/4 radianos do quadrado unitario.

Com relagao a este Ultimo exemplo, vale a pena fazer &ngegioservacao
sobre notacao. Denotando os vértiegsvy, Vo e vz do quadrilatero inicial
através da matriz 2 4 dada por

0110}

DZ[VO V1 V2 V3]=|:O 01 1

Vemos que a imagem dos vértices desse quadrilatero Etadacmatriz
A = A4 € simplesmente um produto de matrizes:

A-D=C.

Observe qu€ é uma matriz % 4 e suas colunas sao exatamente os vértices
do quadrilatero imagem. De fato,

o[22 E][3111

[0 V22 0 —2)2
- [o V2/2 V2 V2/2 ]

Esta notacao tem a vantagem de acelerar os calculosra sétiados e
sera utilizada novamente no proximo capitulo.
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Exercicio 11.1.

1. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo aposroma
tacéo derr/4 radianos. Os vértices saej = (1,1);v2 = (5,1);
vz =(5,3);va=(4,3);v5 = (3,2);ve = (2,3)evy = (1, 3).

Y
Vs Ve Vs V3
Vs
Vi \¢}

2. Verifigue que duas matrizes de rotagao no plano comuaml
0 angulo resultante desta composi¢ao?
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Aula 1 2 é

REFLEX OES NO PLANO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o efeito das reftess no plano com res-
peito a uma reta;

verificar que estas reflérs $i0 exemplos de matrizes
ortogonais.
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REFLEX OES NO PLANO

Pré-requisitos:

Aulas 10 e 11. Nesta aula, estudaremos mais um importante exemplo dezrogtri
togonal de ordem 2. Estudaremos as matrizes ortogonaiseque- r
sentam as reflexdes no plano com respeito a umd.rpgssando pela
origem. Sev € R? & um vetor qualquer, denotaremos [pofv) a re-
flexao do vetorv com respeito a reth, como ilustra aFigura 12.1
abaixo.

X

Figura 12.1: Reflexdo com respeito a reta

Observe que a reflexd@® preserva o comprimento do vetoristo

S‘D\

IR = v,

e, portanto, veremos que essa reflexao € mais um exemploaena-
triz ortogonal.

( Exemplo 12.1. |

Mostre que as matrizes = ( 1 0) eB= ( _é (1)) repre-

0 -1
sentam reflexdes com respeito ao exx@-com respeito ao eixp-res-
pectivamente.
Solugao:

Lembre que o eixo-€é a reta de equacao cartesigna 0 e 0 eixoy € a
reta de equac@o= 0. Dadov = (x,y) € R?, temos que

(0 2)(5)-(5)s
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y v=(xy)  Bv=(xy) Y| V=(x,y)
x x
sz(xl_y)
Figura 12.2.a: Reflexao no eixo Figura 12.2.b: Reflexao no eixox

Portanto,A(X,y) = (X,—Y), 0 que caracteriza uma reflexdo com respeito
ao eixox, como ilustra aFigura 12.a. E, analogamenteB(x,y) = (—X,Y)
caracteriza a reflexao com respeito ao eixoemo mostra &igura 12.b.

( Exemplo 12.2. |

Verifique a acao das reflexdes do Exemplo 12.1 sobre unraded
unitario de vértice na origem, como mostrigura 12.2

A
Y
\%! A\%)
T
i
)
Vo Vi X

Figura 12.2 O quadrado unitario.

Solucdo:

O quadrado unitario ddigura 12.2 tem como vértices/o = (0,0),
vi=(1,0), v2 = (1,1) evz = (0,1). Vamos representar esses quatro vértices
pela matriz

AULA E MODULO 1
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0
DZ[VO V1 V2 V3]=|:

como foi visto no final da Aula 11.

1° Caso: Reflexio com respeito ao eixoe Sabemos que essa reflexao &
representada pela matriz

(3 2)

AV() AVl
7 X
.

)
AV3 AV2

Figura 12.3 Reflexao no eixocdo quadrado unitario.

A imagem dos vértices do quadrado, pela acao da refleddoespeito ao
eixo, & dada pela matriz

Ap_|l O]f0110]_[0o1 1 o
o -1/|l0o011/ |00 -1 -1

ou seja, a imagem & um novo quadrado de lado unitario e d&ces

Avp = (0,0), Avy = (1,0), Avy = (1,—1) e Avz = (0,—1), como mostra a
Figura 12.3

2° Caso: Reflex@o com respeito ao eixgx Sabemos que essa reflexao é
representada pela matriz
-1 0
B_< : 1).
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Figura 12.4: Reflexao no eixardo quadrado unitario.

Aimagem dos vértices do quadrado, pela acao da refletaoespeito ao
eixo-y, & dada pela matriz

B-D—_lo 0110 [O0-1-10

- 01 0011 |0 O 1 1}
ou seja, a imagem &€ um novo quadrado de lado unitario e deces
Bvo = (0,0), Bvs = (—1,0), Bvy = (—1,1) e Bvg = (0,1), como mostra a

Figura 12.4.

[ Exemplo 12.3. |

a. Obtenha a matriz que representa a reflexao com respeita a

L:y=—x
b. Verifique a acao desta reflexao sobre o quadrado imitaFigura
12.2
Solugao:

a. Atransformacao que representa a reflexdao com respestel : y = —x
& dada por
F:R? — R?
RLxY) = (=Y, —X),
como ilustra &igura 12.5.
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Figura 12.5 Reflexao nareth:y = —x.

(2)-(2 %))

entao, a matriz que representa esta reflexao & dada por

E:(_g ‘é)

. O quadrado unitario diigura 12.2 tem como vértices/y = (0,0),

vi = (1,0), v2 = (1,1) evz = (0,1). Como no Exemplo 12.2, pode-
mos representa-los pela matriz

0110

D:[Vo Vi Vo V3]Z|:0011:|.
A imagem dos vértices do quadrado, pela acao da reflEx@dada
pela matriz
E.D— 0 -1 0110 |O O0O-1 -1
~|-1 o0||l0OO0O121 1] |0 -1 -1 O}

ou seja, a imagem & um novo quadrado de lado unitario e iiees
Evo = (0,0), Ev; = (0,—1), Evo = (—1,—-1) e Ev3 = (—1,0), como
mostra aFigura 12.6.



yA
EV3 EVO
07 <
2 L
Ev, Ev,

Figura 12.6. Reflexdo do quadrado unitario na rétay = —x.

Uma observacao interessante sobre a métrdo exemplo anterior €
que ela pode ser escrita na forma

- (27%)-

- (2 Va8 ) (o ) (Ve 3i)

Neste produto, a matriz

(V32 a2
wia=( Va2 vas)

representa uma rotacao d¢4 radianos (45 graus) em torno da origem
e, consequentemente,

_ V2/2 \/2/2

Geometricamente, a matmlzr/4 transforma areth : y = —x no eixox,
isto &, na rety = 0, e a matriz

- (3 9)

representa a reflexao com respeito ao eixocemo foi visto no Exemplo
12.1. Portanto, a matriz

E= A;/14 F-Apa (12.1)

é o resultado de se aplicar uma rotacaorrid radianos, seguida de
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reflexdo no eixo« e seguida de outra rotacao €et/4 radianos, como
ilustra aFigura 12.8.

i A
y y
v
. L
x X
4
L
Figura 12.8.a: AretaL :y= —x. Figura 12.8.b: Apos a rotacao
Ar/a.
A
A Y
y
L x
iox
v’
Ev 'L

Figura 12.8.c: Apos a reflexdo no eix@-  Figura 12.8.d: Apos a rotagao

-1
An/4 =A_n/4

Assim, expressamos a reflex&a@omo um produto de trés matrizes
ortogonais. No entanto, essa nao & a Unica forma de egorasnatriz
E como um produto de matrizes ortogonais. Observe que se Hzerm
uma rotacdo dé = —/4, aretd : y= —x sera transformada no eixo-
(isto &, na retex = 0). Assim, a matriZ£ que representa a reflexao na
retal : y = —x pode ser escrita como

() (3D ()

ou sejaE = A_y-B-Ag & um outro produto de trés matrizes ortogonais,

ondeB = ( _(1) S > é a reflexao no eixg- Portanto, essa forma de



expressar a matrig como um produto de trés matrizes ortogonais nao
é Unica.

[ Exemplo 12.4. |

Determine a matriF que representa a reflexao com respeito a reta
L : y = +/3x. Determine, também, a imagem do poRte- (1/3,1) por
esta reflexao.

Solucdo:

Vamos proceder de forma analoga a do exercicio antétraneiramente,
vamos fazer uma rotagzo em torno da origem de modo que h rgte: v/3x
seja transformada no eixo- Nao é dificil ver que precisamos fazer uma
rotacdo def = —r1/3 radianos. Observe que o angulo que a tefarma
com 0 semi-eixo« positivo é71/3 radianos, conforme leigura 12.9,

Ly =\/§x

\e

Figura 12.9: Rotagao dé = — /3 radianos.

Esta rotacao é representada pela matriz

w3 "92)

cuja inversa é dada por

1 1/2 —V3/2\
Arys= ( V32 12 > = Awa:

Agora, a matriz que representa a reflexdo no gikadada por

(2 0)
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Portanto, a matriz que representa a reflexzo nareya= v/3x & dada por

E = A3 F A
= Aysz F-A_p3
ECIRIE
- V32 12 )

A imagem do pont® = (1/3,1), apbs uma reflexdo na rdtay = /3%, &

o (%) (9)-(2)

P’=(0,2) ¢~

Figura 12.10: Reflexao dé® = (1/3,1) naretal : y = v/3x.

£ Dada uma retd passando pela origem, nem sempre & facil obter uma
expressao simples para o angulo que ela forma como oxeiX@er
isso, vejamos uma outra forma para se obter a matgame representa
a reflexao nessa reta Inicialmente, vamos analisar como isso é feito
para o exemplo anterior, ou seja, determinar a mé&rigie representa
uma reflexdo na reta: y = v/3x.

Escolhemos a seguinte base ortonor@at {vi,v,} de R?, onde
vi = (1/2,4/3/2) & um vetor tangente a retal :y = v3x e
Vo = (—/3/2,1/2) & um vetor normal a reté, como indica &igura
12.11
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L:y=\/§x

v, Vi

Figura 12.11: Base ortonorma8 = {v1,v,}.

Como a matriZ representa a reflexao com respeito a tet@emos
que
Evi=vi=1.vi+0-vy e
Evo=—-v2=0-vi+(—1)- v,

conforme aFigura 12.11

1
0 -1
L com respeito a bagg. A matriz

Assim,F = € a matriz que representa a reflexao na reta

(Y2 V32 _
A= (an Vip)
€ a matriz mudanca de base, da bhase {vy,v,} para a base canonica

{e1,e}. Logo, pelateoria de mudanca de base vista no curédgedbdra
Linear |, a matriZE & dada por

E = A-F~A_1:©~_F~At 1
:( 1/2 — 3/2)(1 o)( 1/2 3/2)

V3/2 1/2 0 -1 —/3/2  1/2
B (—1/2 \/é/z)
- \V3/2 12 )

De um modo geral, a matri que representa a reflexao, com res-
peito a uma reta passando pela origem, & dada por

E=P-[Elg-P,

AULA E MODULO 1
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ondef = {v1,v2} & uma base ortonormal & em que

V1 € um vetor unitario tangente a rdta
Vo € um vetor unitario normal a reta

e a matriz
P= [V]_ Vz],

cujas colunas sao os vetorge v, € a matriz mudanca de base, da base
B = {v1,Vv2} para a base canoni¢a,, €}, e a matriZ[E|z & a matriz
que representa a reflexao na retaom respeito a base = {v1,v2},

dada por
1 0
E=(p 5 )

Evi=vi=1-v1+0-vo e
Evo=—vp=0-vi+(—1)- vy,

pois,

como ilustra &igura 12.11 Observe também que sendaima matriz
ortogonal enta® ! = P!,

Exercicio 12.1.

1. Determine a matrizE que representa a reflexdo na reta
L:3x+2y=0.

2. Determine a matriB que representa a reflexdao com respeito a
retay = —2x.

3. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo aposrema
flexao na rety = —2x. Os vértices sao:
vi=(1,1),vo=(4,1) evz=(1,3).

y




Aula 1 3 4

PROPRIEDADES DAS ROTAGC OES E
REFLEX OES NO PLANO — 12 PARTE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender algumas propriedades geiicas das ma-
trizes de rotago e refle®o;

compreender a diagonalizagdas matrizes de rotag
e reflexao.
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Aulas 10,11 e 12.
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PROPRIEDADES DAS ROTAGOES E
REFLEX OES NO PLANO — 12 PARTE

Nesta aula, vamos mostrar algumas propriedades elemeiase
matrizes ortogonais 2 2. Nas aulas anteriores, vimos que as rotacdes
e as reflexdes sao exemplos de matrizes ortogonais. Vergogoestas
sa0 as (nicas matrizes ortogonaiside

Vamos considerar o espaco vetofi&l junto com o produto interno
usual, visto na Aula 9. Queremos entao responder a seguaengunta:
guais sao as matrizes ortogonais de ordem 2, isto &€, qriEnaiizes de
ordem 2 que preservam o produto interno ou, ainda, para oziezes
A€ My(R) vale que

(Au,Av) = (u,v) para todou,v € R??

Dada uma matriz ortogona de ordem 2, sejane; = (1,0) e
& = (0,1) os vetores unitarios da base candnic®deDenotamog\e;
a imagem do vetoe; pela matrizA. SendoA uma matriz ortogonal,

vale que
Ve d A =le)=1,
isto &,Ae; também & um vetor unitario, como ilustr&gura 13.1

Ae, /Lo _____ (cos0,send)

Figura 13.1 A imagemAe; do vetore;.

Denotamos pof o angulo formado pelo vetdke; e o semi-eixax
positivo (Figura 13.1). Assim,

Ae; = (cosB, send)



é a primeira coluna da matriz ortogoaE Ma(R), isto €,

cosO
A:(sene % )

\Vejamos, agora, 0 que acontece com o outro \etda base canodnica.

SeAe, denota a imagem do vetes pela matriz ortogonal, temos que

A& = ||lezf = 1.

Além disso,
(Aer,Ae) = (e1,&2) =0,

e isto quer dizer que o vetd¥xe, € ortogonal ao vetoAe;. Assim,
teremos duas possibilidades para este vetor, como mdsgara 13.2

Ael Ael

Ae,

a. Primeiro caso b. Segundo caso

Figura 13.2 As duas possibilidades para o vefa.

Podemos observar que o angulo que o vagrforma com o eixox
é igual af + 7 (Figura 13.24) ou igual a8 — J (Figura 13.2b). Sendo
assim, o vetor unitaride, pode ser escrito na forma

Ae, = (cog0+1/2), sen(B8+11/2))
ou
Ae; = (cog 0 —11/2), senB—11/2)).

Aplicando as férmulas de adicao de arcos da Trigonome#®mos
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que

)

sen(6+ m/2) = cosO
cog 0 —m/2) = senb
sen @ —m/2) = —coso,

logo, o vetorAe, pode ser escrito na forma

cog 0+ m/2) = — send

Aey, = (—senf, coso)
ou
Ae, = (senf, —cosh).

Consequentemente, a segunda coluna da nfatridada por

—send ou send
cosf —cosO /°

Assim, temos duas possibilidades para a matriz ortoghmi or-
dem 2:

A cosf —send oUA— cos8  send
~ \ send  cosb ~ \ sem@ —cosf /-

Portanto, esta discussao responde a nossa pergungd quieipode
ser resumida no seguinte teorema.

Teorema 13.1.

Uma matrizA € M(R) & ortogonal se e somente se existe um numero

0 tal que
A cosf —send
~ \ send  cosb

A cosd  send
~ \ sem®@ —cosb )

ou

Geometricamente, considerada como uma transformag@ar lde
R? emR?, a matriz

A cos8 —send
~\ serd cosh

descreve umaotacdo em torno da origem, mais especificamente, de-
screve uma rotacao de um angél@m torno da origem, respeitando a



convencao da rotacao ser no sentido anti-horariodm@rfor positivo
e no sentido horario quandbfor negativo. Veja &igura 13.3

Figura 13.3 Rotagao de um angulentree; e Ae;.

Por outro lado, a matriz

B_ cos8  send
~ \ send@ —cosf

descreve aefleao com respeito a reta que faz angulo @€ com o
semi-eixo positivo dosg. Veja aFigura 13.4.

Figura 13.4: Reflexao na reta que bissecta o anglilentree; e Ae;.

Vejamos, agora, algumas propriedades elementares dazenatr-
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togonais de ordem 2. No que segue, denotaremos por

A — cos8 —senb
9= \ sen6  cosd

a matriz que representa a rotacao8deadianos em torno da origem, e

por
B, _ cosp  seng
9= \ senp —cosp
a matriz que representa a reflexdo com respeito a reta guna fiom
angulo dep /2 com o semi-eixo¢ positivo.

Teorema 13.2.

1. detAg) =1ede{By) = —1.

2. Agt=A_geB;l=B;.

Demonstraéo
1. Sendo
A — cosf —senb 6B — cosp  seng
9= \ sen®  cosf 9= \ senp —cosp |-
temos que
det{Ag) = cog 0 +serff =1
e

detBy) = —cos ¢ +serf¢p = —1.
2. Do curso def\lgebra Linear | sabemos que se

ab
A=(¢a);

entao sua inversa é dada por

1 d —b
_1_
A _detA(—c a)'

Aplicando essa férmula a matiyg, obtemos

Al cosé senf
& — \ —senf cosf )’
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pois detAg) = 1.
Como
cog—0) =cosb e serf—0) = —send,
entao, obtemos
Al cosf senf \ [ cog—6) —sen(—06) \ _
0 —senf cosf ser(—8) cog—6)
= A,

Isto é,Ag1 € uma rotacao do angulef radianos.

Analogamente, como dé&y) = —1, temos

Bl _ 1 —cosp —seng \ [ cosp senp \
9 = 1\ —senp cosp ) \ senp —cosp )
= By.

( Exemplo 13.1. |

Mostre queAg possui apenas autovalores reais se e somente se
0 =nmrcomn € Z.

Solucdo:
O polindmio caracteristico dé&y & dado por

X — cosf send

det(xl —Ag) = —send x—cos@

= (x—cosf)?+serfo
x? —2(cosfB)x+cos @ +sert
= x2—2(cosf)x+1.

Este polindmio possui raizes reais se e somente-sd cos 8 —4 > 0, ou
seja, se e somente se £6s> 1. E como co%0 assume valor maximo 1, entao
cos 0 > 1 se e somente se ¢@@= 1. E co$0 = 1 se e somente se cds= 1
ou co¥ = —1. E isto acontece se e somentefse nitcomn € Z. Portanto,

a matrizAg tem de ser da forma

10 -1 0
A9:<O 1>0UA3=( 0 _1>,

cujos autovalores sao 1 e -1, respectivamente. Logo, sgu@6 nao for
multiplo de 11, a matriz rotacad\g nao possui autovalores reais e, portanto,
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nao é diagonalizavel. Quandb= nrt, comn € Z, temos que a matrig &
diagonalizavel.

[ Exemplo 13.2. |

Calcule os autovalores da matriz reflexap e mostre que ela &
diagonalizavel.

Solugao:

O polindmio caracteristico d&, & dado por

dettz —By) = | SCGO;P X_JrS(:eorzl’
= (x—cos¢)(x+cosp)—sert §
= x°—cog¢ —serfo

= x2-1.

Portanto, os autovalores @ sdoA; =1 e, = —1. ComoBy possui
dois autovalores distintos, segue @eé diagonalizavel.

Exercicio 13.1.

1. Verifique que toda matriz de reflex8g pode ser escrita como
0 produto de uma matriz de rotacao pela matriz de reflexéo n
eixo-X.
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PROPRIEDADES DAS ROTAGC OES E
REFLEX OES NO PLANO — 22 PARTE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender algumas propriedades geiicas das ma-
trizes de rotago e refle®o;

compreender a diagonalizagdas matrizes de rotag
e reflexao.
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PROPRIEDADES DAS ROTAQ OES E
REFLEX OES NO PLANO — 22 PARTE
Pré-requisitos:
Aulas 10,11,12e Nesta aula veremos como se comportam as transformacdes de
13. taczo e reflex&o no plano quando combinadas entée féicil verificar
gue o produto de matrizes ortogonais &€ novamente uma rogtgonal
(Exercicio 1). Mas no caso especifico de matrizes de ordepo2sivel
calcular estes produtos e interpreta-los geometricament

Nas aulas anteriores, para cdtda R, trabalhamos com as matrizes

Ao — < cosd —sen@) 6By — < cosp  seng )

senf cos@ seng —cosp

Geometricamente, a matg representa uma rotacao @eadianos
e a matriBy representa uma reflexao com respeito a reta que forma um
angulo dep /2 radianos com o semi-eixopositivo.

Queremos determinar como essas matrizes se comportam som re
peito a multiplicacao, isto &€, como se comportam as iaesr

Ag A¢, Ag B¢, B¢ Ag e By B¢.

Vamos ver, inicialmente, o que estes produtos significarmgéo
camente e, em seguida, vamos determinar sua descrigriaky

do
(A Age AHAL:\QI
-~ A\j(‘! \\
0\ 6 -

). e

a b. C
a. Os vetores da b. Uma rotacao dé. c. Depois, uma
base canbnica. rotacao deé.

Figura 14.1
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Para obter a descricao algébricagdy vamos precisar, mais §
uma vez, das formulas de adicao de arcos: 2
N®)
co§a+b) = cosacosb —senasenb e =
ser{a+ b) = senacosb+ senb cosa.
—
Algebricamente, temos qugAy = Ag¢, POIS <
2
<
A ([ cosB —senf cosp —seng
oA = | send  cosd senp  cosp
_( cosBcosp —senf senp —cosO senp —senb cosp
~ \ sendcosp +cosO seng —send seng + cos6 cosP
_ [ cof6+¢) —ser6+¢)
senf+¢) cog0+¢)
=Ao+¢ -
Observe qué\gAy = Agp = Ap16 = ApAg € isto quer dizer que
as matrize$\g e A, comutam. Também sao validas as igualdades
AG = AgAg = Ag.o = Axg
AG = AGAg = Azg o = Ass
e, assim, sucessivamente.
2. AgBy: Temos, aqui, uma reflexdo com respeito a reta que forma
um angulo degp /2 radianos com o semi-eixopositivo seguida
de uma rotagao de radianos. Veja &igura 14.2.
e, AQB(peZ
/\ / B(PC‘ / )
k_j B 9 \ ) o
B(Pe2
a. b. c.
a. Os vetores da b. Umareflexao enp /2. c. Depois, uma
base canbnica. rotacao deé.
Figura 14.2
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Algebricamente, temos qu&sBy = Bg,y, 0 que nos da uma
nova reflexao, agora, em torno da reta que forma um angulo de

(8+ ¢)/2 radianos com o semi-eixopositivo. Vamos verificar
iSSO:

PoBy — ( cosd —senb ) ( cosp  seng )

senf cosf seng —cosp

[ cosBcosp —senb seng cosO senp + senb cose
~ \ senfcosp +cosB seng senb seng — cosB cos

B ( cog0+¢) sen6+¢) )
~ \ ser6+¢) —coq6+9)
=Be¢ -

3. ByAg: Temos, agora, uma rotacao @eadianos seguida de uma

reflexdo com respeito a reta que forma um angulg deradianos
com 0 semi-eixox positivo. Veja aFigura 14.3

1 Ages Age,
0_| N P
N 7 3
e 0 N A
KJ \J BWA”E‘
a.

B Age;

a. Os vetores da b. Uma rotacao dé.

c. Depois, uma
base candnica.

reflexado emp /2.
Figura 14.3

Algebricamente, temos qugyAg = By_g, 0 que nos da uma
nova reflexao, agora, em torno da reta que forma um angulo de

(¢ — 0)/2 radianos com o semi-eixopositivo. Vamos verificar
iSSO:
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—
o
5
cosp  seng cosf® —send Q
= ~O
By/e ( seng —cosp ) ( sen  cosf s
[ cospcosO +seng send — cosp send +seng cosd
~\ seng cosf —cosp senf —seng senb — cosp cosO
_ [ cogp—0) ser(¢p—6) 5
ser(¢ —6) —coq¢—0) <
=Byp-o-
Como, em geralBy g # By_g, temos queAgBy # ByAg, OU
seja, as matrize&g e By ndo comutam em geral.
4. BgBy: Nesse Ultimo caso, temos uma reflexdo com respeito a
reta que forma um angulo df/2 radianos com o semi-eixo-
positivo seguida de outra reflexdo com respeito a reta @ueaf
um angulo def/2 radianos com o semi-eixopositivo. Veja a
Figura 14.4.
e, Bqu)e2
/ \ / \ B‘(Pf‘- ﬁ/// ’B/G’B(Pel
kj‘ ‘/‘( | //// |
A \
- \
Bq)e2
a b. C
a. Os vetores da b. Reflexdo enp /2. c. Depois, reflexado
base candnica. emo/2.
Figura 14.4
Algebricamente, temos quByBy = Ag_¢, 0 que nos da uma
rotacao ded — ¢ radianos, pois
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BoBy — < cosd  send ) ( cosp  seng )

senf —cosf seng —cosp
[ cosBcosp +senb seng cosO senp —senb cose
~ \ senfcosp —cosO seng senb seng + coshH cosp
_ ([ cogf6—¢) —sen6—9)

o ( senf—9¢) cog6—9) )
=Ag 4.

Como, em geralAy g # Ag—y, temos queBgBy # ByBg, OU
seja, as matrizeBg e By nao comutam em geral.

Resumindo, temos as seguintes igualdades:

AoAp = Ag1¢
AgBy =Bg ¢
BypAg =By_o
BeBgy = Ag_¢p ,

as quais podemos interpretar como: rotacao seguida deamt
€ uma rotacao; reflexao seguida de rotacao é reflext@acao
seguida de reflexao é reflexao e reflexdao seguida de aeflex”
rotacao.

( Exemplo 14.1. |

Calcule a imagem do quadrado unitario, vefigura 14.5, quando
refletido na retyy = v/3x e, em seguida, rodado de um angulorg@
radianos.

Solugo:

O quadrado unitario tem vérticag = (0,0), v = (1,0),v2 = (1,1) e
vz = (0,1). Veja aFigura 14.5.
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|
Yy
\E V,
==
A\ v, X

Figura 14.5: O quadrado unitario.

Como a retay = v/3x tem coeficiente angulay'3 = tg(r/3), ela forma
um angulo det/3 radianos com o semi-eixopositivo. Veja aFigura 14.6.

Y :\/g,\'

\(p/z

Figura 14.6: Inclinagdo comangulo de¢ /2 = /3.

A um angulo de inclinagao d¢ /2 = /3 radianos da reta de reflexao,
corresponde uma matriz de reflexég com ¢ = 211/3. Assim, sabemos que
a matriz que representa a reflexdo com respeito retg/3x & dada por

B . — (cod2m/3) sen2m/3)\ _ ([ -1/2 /32
2m/3 sen(2m/3) —cog2m/3) V3/2 12 )

A matriz de rotacao de anguth= /3 radianos & dada por

A — cogm/3) —sen(m/3) \ _ 1/2 —/3/2
/3 sen(r/3)  cogm/3) V3/2 12 )

AULA H MODULO 1

CEDERJ 139



Algebra Linear I | Propriedades das Rotacdes e Reflexdes no Plafdare

140 CEDERJ

Agora, do que acabamos de ver,

-1 0
AT[/3BZTT/3 = BE+ZJT = Bﬂ': < O 1 ) )

33

gue € a reflexao no eixp-Se representarmos o quadrado unitario pela matriz
2x4
D= [Vo V1 V2 V3]7

cujas colunas sao os vértices do quadrado, sua imagedagda
(AH/SBZH/3)(D) = BqD

B -1 0 0110

N < 0 1) ( 0 01 1)

B 0 -1 -1 0

N < 0O 0 1 1) '
Ou seja, aimagem & o quadrado unitario de vértioed), (—1,0), (—1,1)
e (0,1). Veja aFigura 14.7.

(0,1)

100,0) "X

Figura 14.7: Quadrado imagem.



Exercicio 14.1.

1. Mostre que o produto de duas matrizes ortogonais & nuatoz

gonal.

2. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo aposresma
flexdo com respeito a reya= —x, seguida de uma rotacao g4
radianos. Os vértices sao:vi = (1,1); vo = (4,1);
v3=(4,3); va=(3,3); v5 = (3,2) e vg = (1,2).

Vs

A

Vs

AULA E MODULO 1
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Aula 1 5 4

EXERCICIOS RESOLVIDOS — 12 PARTE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

aplicar os conceitos de ortogonalidade vistos nas aulas
de 9 a 14;

aplicar as propriedades de ortogonalidade vistas nas
aulas 9 a 14.
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Pré-requisitos:
Vocé deve ter
claras as ideias
apresentadas nas
Aulas 9 a 14.

144 CEDERJ

EXERCICIOS RESOLVIDOS — 12 PARTE

Antes de prosseguirmos com o estudo das matrizes ortogoeais
ordem 3, faremos uma pequena pausa na apresentacao earntaex
mos o conteldo visto até agora. Nas proximas duas awdas, tera
a sua disposicao uma lista de exercicios para tentavezs® depois,
conferir com as solu¢Oes apresentadas.

A idéia & que vocé, primeiro, tente resolver cada um desoésios,
usando, se necessario, as anotacdes das aulas asteeia® depois
de obtida a sua propria solucao, compare-a com a solgéesentada
aqui. Caso vocé nao consiga resolver algum exerci@o, S& aflija
e leia atentamente a solucao correspondente. Tambérhasite em
procurar ajuda do tutor.

Exercicio 15.1.

1.

Determine o valor da constantec R para que 0s vetores
u=(1,2k,3) ev=(3k,7,—5) sejam ortogonais.

Mostre quau; = (2, —3) euy = (6,4) formam uma base ortogo-
nal deR2. Determine as componenteswle= (9, —7) nesta base.
Construa uma base ortonormalB&usando os vetoras; e u.

Verifiqgue que os vetoresi; = (1,0,1), u; = (-1,4,1) e
us = (2,1,—2) sdo ortogonais. Construa uma base ortonormal
deRR® partindo deus, us e us.

Sejau = (1, 2) € R?. Descreva o conjunt®= {v € R?| (u,v) =
0}. Mostre queSé um subespaco vetorial # e determine uma
base par&.

Repita o exercicio anterior no casouwle (1,2,1) € R3,

. ( =1/v/5 2/V5,
Mostrequeamatrlz\_< 2/\/5 1/\/5 é ortogonal.

1/9 8/9 —4/9

Mostre queA= | 4/9 —4/9 —7/9 | & uma matriz ortogo-
8/9 1/9 4/9

nal.

Determine todos os valores y € R, de modo que a matriz

A= ( _; %) seja ortogonal. Em cada caso, identifique se

a matrizA representa uma rotacao ou uma reflexao.



~ —
SOLU(; OES o
2
[a)
1. Sendw ev ortogonais, temos que,v) = 0. Como g
<U7V> = <<1727 k73)7 (37 k777_5)>7
entao <
9%k—12=0 2
4
k= .
3
2. Como os vetores; e u, sao ortogonais, pois
(ug,uz) = ((2,-3), (6,4)) =2-6+(—3)-4=0,
eles s&o linearmente independenteskEmSendaR? um espaco
vetorial de dimens#o 2, segue qug, Uy} & uma base dR?.
Para determinarmos as componentesvde (9, —7) nesta base,
devemos encontrar escalamee b, tais quew = au; + buy, ou
seja,
(9,—7)=a(2,-3)+b(6,4),
0 que nos leva ao sistema
2a+6b=9
—3a+4b= -7,
cuja solucdo @ =3 eb=1/2. Portanto, na bagg = {us, uz},
temos 1
=3 -
w up + > U,
isto &,w = [3,1/2].
Ja sabemos quigi, Uy} € uma base ortogonal &?. Para trans-
forma-la numa base ortonormal, basta normaligag u,. Como
lurll = /224 (=3)2=+/13 e
|us|| = V62 +42 = \/52=2\/13
entao os vetores
Vi — Uz - ( 2 -3 ) e
P ul T \VI3' VI3
Vo — Uo o ( 3 2 )
“T e\ VI3 VI3
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formam uma base ortonormal &&.

. Temos que

(ug,uz) = ((1,0,1), (-1,4,1)) = —-1+0+1=0;
(ug, Ug) = ((1,0,1), (2,1,-2)) =2+0-2=0;
(ug,u3) = ((—1,4,1),(2,1,-2)) = —-2+4—-2=0.

Assim, os vetoresi1, Uy € Uz Sao ortogonais. Portanto, eles sao
linearmente independentes e, coldé um espaco vetorial de
dimensao 3, segue qyes,up,us} &€ uma base ortogonal @& .
Como no exercicio anterior, para obter agora uma baseasfton
mal deR3 basta normalizar os vetores, uy e us. Verificamos
que

lug]l = V2;||uz] = 3v2 e Jus|| = 3.

Dai, temos que

== ($03) v =i = (shavava) ©

(5.3 —3)

formam uma base ortonormal &g.

<
w
I

I

. Temos quev = (X,y) € S se e somente séu,v) = 0, onde

u=(1,2),isto &, se e somente se
X+2y=0,

ou seja, quandr= —2y. Logo,Sé formado por todos os vetores
da formav = (—2y,y), y € R, ou seja,S= {t(—2,1) |t € R}.
Assim, vemos qué é gerado pelo vetof—2,1), ou seja, tem
como uma bas¢(—2,1)}; portanto, &€ um subespaco vetorial de
dimensao 1 (chamadmmplemento ortogonao subespaco ge-
rado por(1,2)).

. O complemento ortogonal de= (1,2,1) € R3 & composto dos

vetoresv = (x,Y,2) € R3, tais que(u,v) = 0, ou seja,

<(l7 2, l)? (Xu Y, Z)) =0,

e, portantox+2y+z=0, oux = —2y —z. Assim, todos os
vetores da forma

v=(-2y—2zy,z) comy, ze R



sao ortogonaisa = (1,2,1). Logo,

S = {veR3| (u,v)=0}
= {(-2y-zy,2) |y, ze R}
= {y(—2, 1,0)+z(—1,0, 1) \ Y, Z€ R}.

Veja que o subespa¢®é gerado pelos vetores linearmente inde-
pendente$—2,1,0) e (—1,0,1). PortantoS& um subespaco de

dimens&o 2. Geometricamen®g o plano deR3 pela origem
gerado pelos vetords-2,1,0) e (—1,0,1).

. Temos que

AA = (_1/\/5 2/\/5)<—1/\/§ 2/\/5)

2/v/5 1/4/5 2/V/5 1//5

- (59)

logo, A é ortogonal. Observe também que as colunad déo
vetores ortonormais di?.

. Observe que as colunas da ma#jz

1 4 8 8 4 1 4 7 4
Ul_:(s‘av@?s‘a)? uz=(g,—5.5), Us=(-5.—5:9)
satisfazem:

(u u)———ES 8 _
L2/ =817 81" 81
<u u)—_i_2_8_|_3_2—
LY/ =781 81" 81
32 28 4
<U2,U3>——ﬁ+a+ﬁ—o
1 16 64
= — e —:1
() = g7+ 811 81
(u u)—%+1—6+i—1
272/ —381781" 81
s ug)— 16,49 16
58781781 81

Assim, {u1,uz,u3} &€ uma base ortonormal a2 e, portanto, a
matrizA & ortonormal.

AULA E MODULO 1
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y

8. Para que a matrix = ( _)1( 0 ) seja ortogonal, devemos ter

(x,—1),(x,—1)) =x*+1=1, logo, x=0;
<(y7 O)? (y7 O)> = y2 = 17 |OgO, y= +1.

Assim, obtemos as duas matrizes

w2 3)en-(28)
Como detA;) = 1, temos qué\; representa uma rotacao. Logo,
Alz( 0 1):(0059 —send )
-1 0 send  cosO
Observando esta igualdade, temos que:

send = -1
cosf =0,

logo, 8 = 3r1/2. Assim,A; € uma rotacao der82 ou, equivalen-
temente, uma rotagao der/2.

Por outro lado, défy) = —1 e, assimAy € uma reflexao. Logo,
A, — 0 -1\ [ cos6 send
2=\ -1 0) \ se —coso )’
Observando a igualdade anterior, temos que:

send = -1
cosf =0,

logo, 8 = 3rm1/2. PortantoA, &€ uma reflexdao com respeito a reta

. . 6 3m §
gue forma com o eixa-um angulo deE = Mas esta é areta
de equacayg = —x.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 22 PARTE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

aplicar os conceitos de ortogonalidade vistos nas aulas
de 9 a 14;

aplicar as propriedades de ortogonalidade vistas nas
aulas 9 a 14.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 22 PARTE

Nesta aula daremos continuidade a sequéncia de exsrtiatiada
na aula anterior. Salientamos que vocé primeiro tentdwescada um
dos exercicios usando, se necessario, as anotacoasldasnteriores,
e so depois de obtida a sua prbpria solucao, compareiaacsnlucao
apresentada aqui. Caso vocé nao consiga resolver alggneci@r, nao
se aflija e leia atentamente a solu¢ao correspondentebéramao he-
site em procurar ajuda do tutor.

Exercicio 16.1.

1. Determine os valoreas, n<€ R para que a matria =

SNICN

seja ortogonal.

2. Obtenha todas as matrizes ortogonais de ordem 2, taisugue s
primeira coluna seja um vetor paralelo e com o mesmo senéido d
u=(1,2).

3. Obtenha uma matriz ortogonal de ordem 3, tal que sua pamei
coluna seja um vetor paralelaa= (1,2,2).

11 7
4. SejaamatriA= 1 3 -5 |. Responda as seguintes per-
-1 4 2

guntas:

a. Suas colunas formam vetores ortogonaiR ¢
b. Suas linhas formam vetores ortogonais?

c. A é uma matriz ortogonal?

5. Determine todas as matrizes ortogonais de ordem 2 da forma
A ( 1/3 x )
y z
6. Determine todas as matrizes ortogonais de ordem 3, taisups

duas primeiras colunas sejam vetores paralelos aos véloles)
e (0,—1,1), respectivamente.

7. SejamAy, Ao, B1 e B, matrizes de ordem 2, tais que:



a. A; & uma rotacao da/6 radianos;
b. A; &€ uma rotagao dery/6 radianos;
c. B1 € uma reflexao com respeito a rgta X;

d. Bz & uma reflexdo com respeito a rgta @x.

Calcule as matrizea?; A3; B?; AjBy; AoBy; BiAg; A[ T eB; ™.

AULA E MODULO 1

8. SejamA e B matrizes ortogonais de ordamMostre que:

a. A~1 e Al sao matrizes ortogonais;
b. ABé uma matriz ortogonal.

SOLUGOES
1. As colunas dé\ s&o os vetores = (m,n) ev = <§, @) Para
gueA seja ortogonal devemos ter:

Jul| = V@ +m2 =1

e
W) = ((mn), (Z.2))=0,

0 que nos da o sistema

m+n?=1
m+n=0.

Da segunda equacao temmos- —m e, substituindo na primeira
equacao, obtemost# = 1, o que nos din = i\/g. Obtemos,
assim, duas matrizes:

N V2

2 2 2
Vi va [T »2

2 2 2

Ay =

SN

Observe qué\; € uma rotacao &, & uma reflexao.

i — 1 2
2. Normalizando o vetan = (1,2) obtemos o veto(\/g, \/5), que

sera a primeira coluna da matriz desejada. Como a seguhda co
na(m,n) tem que ser ortogonallg obtemos os vetor s\%, %)
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4.

L ;1 . . .
e (\/5, \/5) Assim, obtemos as duas matrizes ortogonais

1 2 1 2
VG VG
A= 2 1 |[eR=]| 2 _ 1
VB /5 V6 V5

Normalizando o veton = (1, 2, 2) obtemos o vetof3, %, %),
gue sera a primeira coluna da matAz Para obter as outras
duas colunas dé, vamos procurar dois vetores ortogonais a
gue sejam ortogonais entre si e, depois, normaliza-losetorv
v =(a, b, c) sera ortogonal & se e somente s@,v) =0, isto &,
guando

a+2b+2c=0.

Podemos escolhem, b, ¢) = (0, 1, —1). O terceiro vetor
w = (X, Yy, z) agora tem que satisfazén,w) = 0 e (v,w) = 0,
ou seja, tem que satisfazer o sistema

X+2y+22=0
y_Z:O7

gue é equivalente a
X=—4y
z=y.
Assim, obtemos

(X7 y7 Z) = (_4y7 y7 Y) = (_47 17 1>y7 y6 R.
Podemos escolhgr= 1, obtenddx, y, z) = (—4, 1, 1). Normali-

1 -1
zandoosvetoreg®, 1, —1)e(—4, 1, 1), obtemoq 0, —, —
) el : S( V2 \@)
-4 1 1 . .
e , respectivamente. Portanto, uma matriz

3v2 32 3v2

ortogonalA desejada & dada por

1/3 0 —4/3/2
A=| 2/3 1v2 1/3/2
2/3 —1/vV2  1/32

a. As colunas da matrix podem ser representadas pelos ve-



—
tores o
—
2
up = (1,1,-1), up = (1,3,4) e us = (7,—5,2). 5
=
Temos
(ug,u2) =14+3-4=0
(ug,uz) =7—-5-2=0 <
(Uup,uz) =7—15+8=0. <DE
Assim, as colunas d& formam um conjunto de vetores or-
togonais.
b. Calculando o produto interno entre a primeira e segunrda li
nhas obtemos
((4,1,7),(1,3,-5)) =14+3-35#0,
e, portanto, as linhas denao formam vetores ortogonais.
c. As colunas deéA formam vetores ortogonais mas nao sao
vetores unitarios, pois
Jusl = /124 12+ (-1)2 = VB#1,
Como as colunas denao formam vetores ortonormais entao
A nao é matriz ortogonal.
5. As colunas da matrik sao representadas pelos vetares(1/3,y)
eV = (x,z). Da condicao de ter que ser vetor unitario, temos
que
1
2
JulP=5+y° =1
0 que nos d§? = %, ouy= iz_\g_ Assim, a primeira coluna da
matriz A pode ser representada por
uz (L 2y2 ouu= |1 22
- \3 3 -~ \3 3 ’
Sendov = (x,z) vetor ortogonal al e unitario, temos as quatro
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possibilidades para a matrz

1 —2V2 1 22
3 3 3 3
/2 1 "l o2v2 1 )
3 3 3 3
1 2y2 1 —2v2
3 3 3 3
22 1 || 22 2
3 3 3 3

£5 Lembre que na Aula 9 vimos que todos os vetores unitarios
ortogonais ao vetor unitari@, b) sao(—b,a) ou (b, —a).

6. As primeiras duas colunas da ma#izerao os vetored,1,1) e
(0,—1,1) normalizados, que denotaremos, respectivamente, por
(A 1 1 _ (0. =t L iA sei
u= <¢§, \/§7\/§> gv_ <O,ﬁ,ﬁ>,. Para que a matriA seja
ortogonal, a terceira coluna devera ser representadanpeetor
unitariow ortogonal au e av, por exemplo,

i k
Ii Ji 1 > 1 1
wW=uxv=| /3 _[13 ¢1§ :<%,\—@,\—@).
° B

Assim, uma das possibilidades é

145 2
3 6
T
| V3 V2 V6
32 V8

V3 V2 V6

Ha 8 matrizes, pois a primeira coluna podetseu -u; a segunda
coluna,v ou -v e a terceira colunay ou -w.
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7. Como foi visto na Aula 11, §
2
cos? —seny s S
_ _ _ =
Ar= A = sen® cos? | | 1 3 €
'
cos?lf —senl 3 1 <
n/ sen  cosF I 3 2
Por outro lado, a retg = x forma uma angulo der/4 com o
eixoX. Assim, usando a notacao da aula 14 para reflexdes, temos
% = e, portantop = Z. Logo,
BB cosr/2  senm/2\ (0 1
1= 2m2= \ senm/2 —cosm/2 )~ \ 1 0 )
Analogamente, a reta= —x forma uma angulo der8/4 com o
eixox. Assim, temosg = 3" e, portantof = 3. Logo,
By — Bao cos3t/2 sen3r/2 \ 0 -1
27292~ | sen31/2 —cos31/2 ) \ -1 0
Agora, pelas propriedades de composicao vistas na aulalbt
que
1 _ V3
) 2 2
A1:A7T/6'An/6:A2n/6:An/3: V3 K
2 2
0 -1
A} = Arse-Arnse Ane = Asmje = Anjp = < 1 0 ) ;
10
B%ZBn/z'Bn/zzAg_gZAoz ( 0 1 ) ;
_1 V3
A1-Bi=A;6-B B B 22
prm— prm— rl_' r[ prm— pr— y
1-B1 /6" Pr/2 5 +3 211/3 ? %_
1 V3
2 2
P2 Bo="Asne Ban2=Bsn  sn=Bmz=| 53 ;| |’
62 2 T2
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1 V3
2 2
Bl-A1:Bn/z'An/G:Bg_g:Bn/S: %3 _% ’
V3 o1
At=AL=A o= "
1 ~Pye—N-me— | 1 3 |
2 2

B, =By, pois B3 = .
8. a. ComaA é matriz ortogonal, temos que ! = Al. Assim,
(A =(A)yt= (A,
logo, A~1 & matriz ortogonal. Analogamente,
(A)yt=(Ah = (A),

e, portantoA! também & matriz ortogonal.
b. ComoB & matriz ortogonal, vale qug—! = B'. Assim,

(AB)"1=BlAl1=B'A' = (AB),

logo, AB €& matriz ortogonal.
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ROTAC OES NO ESPACO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o efeito das rofes no espago em torno
dos eixos cartesianos;

verificar que essas rotes §io exemplos de matrizes
ortogonais.



Algebra Linear Il | Rotagdes no Espaco

ROTAC;OES NO ESPAQO

Pré-requisitos:

Aulas 08, 09, 10, Nesta aula, vamos estudar algumas transformacdes ogisgem

11,13 e 14. R3. Mais precisamente, faremos um estudo de matrizes ortagydea
ordem 3. Comecaremos estudando as rotacOes do espaiphaeo
RR3, porém, nos limitaremos as rotacdes em torno dos eratssianos.
Inicialmente, vejamos alguns exemplos.

([ Exemplo 17.1. |

Uma rotagao dé radianos em torno do eixo-

Solugao:

Figura 17.1 Sentido positivo da rotagao em torno do eixo-

Convencionamos que o sentido positivo da rota¢ao & oaddi peldigu-
ra 17.1 Denotaremos por = (x,y,z) um vetor deR® e porv' = (X,y,Z) o
resultado da aplicacao entde uma rotacao d@ radianos em torno do eixo-
Veja aFigura 17.2
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) /er vE(X, ¥, %)

V=(x3 y; Z) ________ ——”’

X

Figura 17.2 Rotagzo dé radianos em torno do eixn-

Observe que a terceira coordenadavde (X,y,Z) deve ser igual a ter-
ceira coordenada de ou sejaZ =z

Nosso objetivo, agora, € calcular as coordenatay dev’ em fungao das
coordenadas, y ezdev e do anguld. Para isso, observe que o vetgry,0)
€ o resultado de aplicarmos uma rotaca@dadianos ao vetqix,y,0). Como
estes dois vetores pertencem ao plapentao, pelo visto na Aula 11, sabemos
que
X = xcos6 —y senf
{ y =ycos6 +xcosfo ,

pois quando trabalhamos no plano a matriz rotaca® kelianos & dada por

Ao — cosf —send
9=\ send coso /-

Assim, usando notagao matricial e o fato de gue z, temos

X cosf —send O X
y | =] sen@ cosf O y
z 0 0 1 Z

Portanto, a matriz de ordem 3 que representa uma rotacBaatdianos
em torno do eixa é dada por:

cos6@ —senf O
A(0)=| serd cos6 O
0 0 1

AULA H MODULO 1
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cosf —send
'send coso

triz de rotac&o no plangy. E facil identificarmos algumas propriedades da
matrizA;(9):

Observe que o bloco superior da mat(z ) € uma ma-

1. A,(68) & uma matriz ortogonal.

De fato, as colunas formam uma base ortonorméatde
2. detA,(6) =1
3. O polindmio caracteristico d&(6) & dado por:

p(x) = detxlz—A,0)) =

Xx—cosf  send 0
= —send x—cos6 O

0 0 x—1
= (x—1)(x¥* —2cosHx+1)

Javimos que o polindmig’ — 2 cosd x+ 1 possui raizes reais se e somente
sef = 2nm, n € Z (que representa o caso triviak= 1). Assim, a Unica raiz
real dep(x) €A =1, ou sejad =1 & o Unico autovalor real d&(6). Nesse
caso, um autovetor associado ao autovaler 1 & exatamente; = (0,0,1),

que corresponde a direcao determinada pelo gixoa torno da qual ocorre a
rotacao.

[ Exemplo 17.2. |

Uma rotacao dé radianos em torno do eixp-

Figura 17.3. Sentido positivo da rotagao em torno do eixo-
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Soluggio: 5
olucio: g
O sentido positivo da rotacao € indicadoFigura 17.3 Procedendo de &)
, . : Ne|
forma analoga ao que foi feito no Exemplo 17.1, obtemos goiiz que s
representa uma rota¢ao Beadianos em torno do eixpé dada por: .
N~
—
cosf 0 —send
Ay(0) = 0o 1 0 <
send 0 cosf 2
Observe qué\,(8) & uma matriz ortogonal com determinante igual a 1. O
polindmio caracteristico d&,(8) & dado por:
p(x) = (x—1)(x2 — 2cosBx+ 1),
e, assim, a matria,(6) possui também um Unico autovalor relak= 1. Nesse
caso, um autovetor associado ao autovaler 1 & exatamente, = (0,1,0),
gue corresponde a direcao determinada pelo gixwn torno da qual ocorre a
rotacao.
Os Exemplos 17.1 e 17.2 tornam bastante previsivel o queegmcom a
rotacao em torno do eixe-
( Exemplo 17.3. |
A matriz
1 O 0
A(B)=1| 0 cosB —send
0 serd cosf
determina uma rotacao deradianos em torno do eixg-sendo o sen-
tido positivo da rotacao dado pdtigura 17.4.
0 y
Figura 17.4: Sentido positivo da rotagao em torno do eio-
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Vemos que deiy(0) =1 e que o Unico autovalor real dg(0) é
A = 1. Um autovetor associado ao autovalo= 1 ée; = (1,0,0), que
corresponde a dire¢ao determinada pelo eix@m torno da qual ocorre
a rotacado. Observe que o bloco inferior da maiz0) é exatamente
uma matriz de rotacao no playa-

No prébximo exemplo, trataremos brevemente das rotagiesao
realizadas em torno de um eixo passando pela origef®dé/amos
verificar que, ao escolher uma base ortonormal adequadeyaenatriz
gue define essa rotacao tem a mesma forma das matrizesetoples
anteriores. Para isto consideremos a seguinte definigao:

Definicao 17.1(Rotacao no sentido positivo)

Sejal uma reta no espaco passando pela ori@emgerada pelo
vetorv. Sejart o plano pela origem perpendiculataUma rotacao
em torno dd. & ditano sentido positivee, e somente se, um obser-
vador com os pés el e os olhos na extremidade final de/é os
pontos do planat serem girados em torno da origédmo sentido
anti-horario (ja considerado como sentido positivo daagdes no
plano).

A

Figura 17.5. Sentido positivo da rotagao em torno da flegerada pelo vetor.

Podemos descrever o sentido positivo da rotacao em tametd
orientada pow usando o produto vetorial.
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Para isto, tomamos uma base ortonorgnal, uz,uz} do R3 cons-
truida da seguinte maneira:

1. tomamosiz3 = — com mesma direcao e mesmo sentido,de

\%
VIl

2. escolhemosy, uy vetores ortonormais no plarm

3. U1 X U2 = Us.

Tendo estas trés propriedades, usamos a regra da maa gaea
determinar a direcao e sentidowalex uo.

Observamos que o sentido da rotacao em torno da origenfgara
zermosusz coincidir comu, & o mesmo sentido indicado na figura e
chamado o sentido positivo da rotacoes.

M?,: M1X 1/[2

U,
o7

Uy

Figura 17.6. Sentido positivo da rotagdo em torno da flegerada pelo vetor.

O sistema de coordenad@xyzque trabalhamos foi construido u-
sando a base ortonorml j,k} num pontdO, que foi identificado com
a origem do sistema de coordenadas, dagdd x |.

Assim, o eixox & gerado por= ey, 0 eixoy & gerado pof = e e 0
eixo z & gerado pok = e3.

O sentido da rotacao no play em torno da origem & o sentido
anti-horario, convencionado como o sentido positivo ddagdes no
plano. Essa situacao é a motivacao para a definigamain caso geral.

AULA H MODULO 1
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Verifiguem como a regra da mao direita funciona nas r&s@m
torno dos eixos coordenados.

No Exemplo 17.1 (rotacao no sentido positivo em torno ao 2.

1. eixozgerado (orientado) p(f«,

2. plano perpendicular ao eix@ o planaxy e uma base ortonormal
do planoxyé({i, j};
i

3. 1x T:E.

No Exemplo 17.2 (rotagao no sentido positivo em torno do g):

1. eixoy gerado (orientado) pd
2. plano perpendicular ao eiy@ o planaxze uma base ortonormal
do planoxzé {k,i};
3. kxi= i
No Exemplo 17.3 (rotagao no sentido positivo em torno do g):

1. eixox gerado (orientado) por

2. plano perpendicular ao eixe® o planoyze uma base ortonormal
do planoyzé{j,k};

-

3. TxR:I.

( Exemplo 17.4. |

Vamos determinar a matrid € M3(R) que define a rotagao d&
radianos em torno da retaparalela ao vetov = (1,1,1) e que passa
pela origem.

Solugo:

Como foi mencionado anteriormente, precisamos escolharbase orto-
normal adequada para que a matriz, nesta base, tenha a noesmagfie as
matrizes dos exemplos anteriores. Por isso, &€ muito impiEigue vocé tenha
compreendido bem como as matrizes desses exemplos foratnuidas. Com
isso em mente, procedemos a constru¢cao de uma baserar@ranforme
estudado na Aula 10.



Denotaremos povsz = (1,1,1) o vetor que determina a reta em torno da
gual faremos a rotacao deradianos. O sentido positivo dessa rotacao & dado
pelaFigura 17.7.

Figura 17.7: Sentido positivo da rotagao em torno do vetgr= (1,1,1).

A ideia, primeiramente, & construir uma base ortogonaiR%Ieontendo
este vetor. Claramente, os outros dois vetores desta\pase,, pertencem
ao planorr que passa pela origem e cujo vetor normad.éveja a Figural7.8

TV3 v,
</

Figura 17.8: O planormr com vetor normavs e a base ortogond/y, vz, vs}.

Do curso de Geometria Analitica, sabemos que o plagadescrito pela
equacao
X+y+z=0.

O vetorv; pode ser qualquer vetor que pertenca a esse plano, por kexemp

vi=(-1,-1,2).

Consequentemente, o vetor = (Xx,Y,z), além de pertencer ao plamg

AULA H MODULO 1
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deve ser ortogonal . Assim, devemos ter

{ X+y+z=0
(v1, v2) =0,

ou,
X+y+z=0
—X—y+2z=0.

Escalonando o sistema linear acima, obtemos que suaseslsg@o da

forma;
X=-y
z=0, yeR.

Temos, entdo, que o vetes pode ser obtido tomando= —1.:

Vo = (1,—1,0).

Portanto, o conjuntgvy,v,,vs} &€ uma base ortogonal . Verificamos
quevs x Vo = 2v3. Logo, a base ortogondl/;,v,,v3} esta orientada positiva-
mente, conforme mostrakigura 17.8. Normalizando esta base, obtemos os
vetores

vt 12,
n= = (v veve)

u Vo < 1 -1 O> .
2= 7.1 — T =y = ]
Vol \v2' v2
U V3 ( 1 1 1 )
3 = — = _’ _’ — .
Ival|  \v3'v3"V3
Comov; x Vp = 2v3, temos quel; x Uz = usz. Assim,f3 = {uj,up,uz} &
uma base ortonormal d&, orientada positivamente. Dado um vetor arbitrario
X1
v € RS, sejalv] g= | X | suas componentes na bgeDenotando poAg

X3
a matriz que representa essa rotacao na padevemos ter

cos@ —senf O X1
Aglvlg=| sem@ cosf O X2 |,
0 0 1 X3

pois a rotacao é realizada em torno do eixo determinadafdsto €,

0
AB [U3][3 = 0] s
1
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equivalentemente, a rotacaoueé 0-u; +0-uz+1-uz = Us.

E importante salientar a analogia com o Exemplo 17.1. Nest&xto, 0
vetorus faz o papel do vetoe; = (0,0,1), que determina o eixa€ o plano
1, gerado pelos vetoras, e up, faz o papel do planay. Observe qué\g,
quandob # 0 e 8 # 11, possui um GUnico autovalor redl,= 1, com autovetor
associadas, que corresponde a dire¢ao do eixo de rotagao.

Como a matriz de mudanca de base, da lfagara a base canobnica, é

P=| -

S S Sl

Adarotacao na

|
o §|"‘ §|"‘

1

o §|H §|

1
V3
1
V3

1
3

V3 : .
base canbnica fazendo o produto a seguir

(

A=PAg pt
cosf@ —send
send cosO

0 0

o

1
V6
1
V2
1
V3

Sl Sl S

eP~1 =P entdo dad® determinamos a matriz

Na resolucao dos exercicios sobre rotacao (no septditivo) no
espaco em torno de uma rdtegerada pov devemos construir uma

base ortonormgB = {uj,uy,us} do RS tal que:

2. Uy e uy estao no plano pela origem perpendicular a keta

3. u1 euy tém que ser escolhidos de modo guex u; = us.

Exercicio 17.1.

1. SejamAy(6:1) e Ax(6-) duas matrizes de rotagado em torno do eixo-
X. Calcule o produtdy(6;) - Ax(62) e mostre que esse produto
representa uma rotagao e+ 6, radianos em torno do eixa-
Conclua que o produto de matrizes de rotagcao em torno de um
mesmo eixo comuta.

2. Considere as rotacdés(1/2) e Ay(1/2) de 11/2 radianos em

torno dos eixosx e z, respectivamente.

Calcule os produtos

Ax(11/2) - Ay(11/2) e Ay(11/2) - Ax(T1/2) € conclua que rota¢des em

torno de eixos diferentes nao comutam.

AULA H MODULO 1
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Aula 1 8 4

REFLEX OES NO ESPACO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o efeito das refi@s no espaco com res-
peito aos planos cartesianos;

verificar que estas reflérs $i0 exemplos de matrizes
ortogonais.
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REFLEX OES NO ESPACO

Pré-requisitos:

Aulas 08, 09, 10, Nesta aula, continuaremos nosso estudo de matrizes osiggia

12,13 e 14. ordem 3. Agora, estudaremos reflexdes no espaco. No entaod
limitaremos as reflexdes com respeito aos planos cantes@oR .

[ Exemplo 18.1. |

A reflexdao com respeito ao plang-(ou seja, o plano de equacao
cartesiana = 0).

V=(xX,Y,2)

Ty

y

vE(x, Y, ) =(x,Y,-2)

Figura 18.1 Reflexdo no planay.

Solugo:

Sejav' = (X,y,Z) o vetor obtido quando refletimos o vetoe (x,y,z)
no planoxy. [Veja aFigura 18.1] Observe que os vetorese V' pertencem a
mesma reta e que

Assim, usando a nota¢ao matricial, temos que

()G e C)

/!

X
y
—Z.

N X
Il

170 CEDERJ



Logo, a matriz

10 O
B=| 01 O
0 0 -1

€ a matriz que representa a reflexao no playd-acilmente obtemos algumas
propriedades interessantes da madi2Por exemplo,

1. B & uma matriz ortogonal. De fato, observe que suas columamfo
uma base ortonormal d&>;

2. det(B) = -1,

3. O polindmio caracteristico d&é dado por

PO = (x— 1)*(x+1).

Basta observar que

det(xl3—B)
x—1 O 0
= 0 x-1 O
0 0 x+1
= (x—1)%(x+1).

p(x)

4. A matrizB possui dois autovalores reais,

A1 =1, com multiplicidade 2; e
A = —1, com multiplicidade 1.

Vamos calcular os respectivos auto-espagos, a saber,

E(1) = {weR3Bw=w} e E(—1) = {w e R®|Bw = —w}.

Para obter o auto-espaEdl), precisamos resolver o sistema linear ho-
mogéneo
(B—1)w=0,

ondew = (x,y,2) € R3. Mas este sistema & equivalente ao sistema linear

00 O X 0
00 O y |=(o0
00 -2 z 0

E facil ver que a solugao deste Ultimo sistema é dada por

z=0ex, YER,

AULA E MODULO 1
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0 que nos da exatamente o plang-como era de se esperar. Temos,
entao,
E(1) = {(xy,0) e R®|x, y e R}.

Como uma escolha de base ortonormal desse auto-espacionpenr-
tante mais a frente, podemos escolher facilmente os getore

e; =(1,0,0) ee; =(0,1,0)

para base dg(1).

Por outro lado, para calcularmos efetivamente o auto.eshée 1),
associado ao autovaldp = —1, temos que resolver o sistema linear

(B+1)w=0,

comw = (x,¥,2) € R3, que & equivalente ao sistema escalonado

100 X 0
010 y|=1o0],
000 z 0

cuja solucao geral & dada por

x=0,y=0ezeR.

Obtemos, assim, que
E(_l) - {(0,0,Z) € RS‘ZG R}v

ou seja,E(—1) & representado pelo eib@me, como base desse auto-
espaco, podemos escolher o vedpe= (0,0,1).

Vale destacar quE(1) & o complemento ortogonal & —1), como ja
foi estudado no curso delgebra Linear I.

[ Exemplo 18.2. |

A reflexdo com respeito ao plana-(ou seja, o plano de equacao
cartesiany = 0).
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VE(%,-7,2) v=(X,7,2)

_______ s

Figura 18.2 Reflexao no planaz

Solugao:

Seguindo a mesma estratégia do Exemplo 18.1\vejax,y,Z) o vetor
obtido quando refletimos o veter= (x,y,z) no planoxz [Veja aFigural8.2]
Portanto,

X =X
y=-y
Z=1z.

Assim, usando a nota¢ao matricial, temos que

X 1 0O X
y |=|o-10]][y].
zZ 0O 01 z

e, portanto,

1 00
B=( 0 -1 0
0 01

€ a matriz que representa a reflexao no pen@om respeito a base candnica.

Como no Exemplo 18.1, temos que a maBiz ortogonal com determi-
nante igual a-1 e seu polindmio caracteristico & dado por

p(x) = detxl3—B)
x—1 0 0
= 0 x+1 O
0 0 x-1
= (x—1)2?(x+1).

AULA E MODULO 1

CEDERJ 173



Algebra Linear Il | Reflexdes no Espaco

Assim, seus dois autovalores sao
A1 =1, com multiplicidade 2; e
A2 = —1, com multiplicidade 1.

Sem dificuldades, como no Exemplo 18.1, concluimos quetosempacos
associados

E(1) = {wecR3Bw=w}eE(-1) = {wecR3Bw=—w}

sa0, respectivamente, o plarpe o eixoy. E facil ver que{er,e3} € uma base
ortonormal deE(1) e {e;} & uma base ortonormal &g —1).

Observe, novamente, que o subesfga¢b é o complemento ortogonal do
subespac&(—1).

[ Exemplo 18.3. |

A reflexao com respeito ao plarya-(ou seja, o plano de equacao
cartesianx = 0).

\ LVE(-X,Y,2)
Z

X

Figura 18.3. Reflexdo com respeito ao playa-

Solugao:

Seguindo a mesma estratégia dos Exemplos 18.1 e 18.2] seja’,y,Z)
o vetor obtido quando refletimos o veter= (x,y,z) no planoyz [Veja a
Figura 18.3] Temos entao

—X
y
z

N X
I
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Assim, usando a nota¢ao matricial, temos que

X -1 00 X
y | = 010 y |,
V4 0 01 z
e, portanto,
-1 00
B= 010
0 01
€ a matriz que representa a reflexao no plgn@om respeito a base candnica.

Observe que as matrizes dos Exemplos 18.1, 18.2 e 18.3, fjuerde
as reflexdes nos planay, xz e yz, respectivamente, sao bem parecidas: sua
diagonal principal & formada por 1€l e deve-se destacar a posi¢ao do valor
—1.

Como nos Exemplos 18.1 e 18.2, temos que a mBtézortogonal com
determinante igual a1 e seu polindmio caracteristico & dado por

p(x) = detxl3—B)
x+1 O 0
= 0 x-1 O
0 0 x-1
= (x—=1)2(x+1).

Assim, seus dois autovalores sao

A1 =1, com multiplicidade 2; e
A2 = —1, com multiplicidade 1.

Sem dificuldades, como nos exemplos anteriores, conctugme os auto-
espacos associados

E(1) = {weR3Bw=w} eE(-1) = {we R®Bw = —w}

sao, respectivamente, o plaype o eixox. Assim,{e,,e3} & uma base ortonor-
mal deE(1) e {e1 } € uma base ortonormal &&—1).

Nos exemplos anteriores, exibimos as matrizes que definge as
flexdes nos chamados planos coordenados, ou seja, nos glana
e yz cujas equacoes sao= 0, y = 0 e x = 0, respectivamente. No
proximo exemplo, veremos uma reflexao num plano diferpeta ori-
gem.

AULA E MODULO 1
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[ Exemplo 18.4. |

A reflexao com respeito ao plamo. 2x+ 3y —z=0.

*
o

—%—..——————.

° Plano ©
(0,0,0)

- N P
)

Figura 18.4: Reflexdo com respeito ao plamo

Solugao:

PelaFigura 18.4, o pontoP’ & a imagem do pont® sob a reflexao no
planort. Observamos que escolhendo adequadamente uma baserogbder
R3, a matriz que representa essa reflexdo & analoga a dogleseanteriores.
Assim, com a experiéncia acumulada nos Exemplos 18.1,e18&3, vamos
construir esta base ortonormal.

Sabemos, do estudo de Geometria Analitica,\gue (2,3,—1) & um ve-
tor normal ao planat. Vamos construir uma base ortogonal Rfécontendo
esse vetors. E claro que os outros dois vetores dessa base,v,, devem
pertencer ao plano e devem ser ortogonais entre si. Assim, sgjam vetor
qualquer pertencente ao planppor exemploy; = (—1,1,1). Agora, o vetor
V2 = (X,Y,2) deve pertencer ao plarmoe deve ser ortogonala. Assim, suas
componentesy, y ez, devem satisfazer

{ 2x+3y—z=0

<V17 V2> =0 )

ou seja,
2X+3y—z=0
—X+y+z=0.



Escalonando esse sistema, vemos que a solucao é

x=22
5

1
=—= R.
y 52,26

Podemos escolher= 5 para obtev,; = (4,—1,5). Assim,{vi,vy,v3} &
uma base ortogonal d&*. Normalizando essa base, obtemos os vetores

u V1 11 > pertencente ao plana.
1= = )
[Iva f f \f
Vo
up = = pertencente ao planm,
Ve v 2 v 2 v 12
v
Us = 3 vetor normal ao planar.

vall — ﬂ ﬂ ﬁ

Portanto,8 = {us,u,,uz} & uma base ortonormal @. Assim, a matriz
A que representa na, base candnica, a reflexao no pldewve satisfazer (veja
aFigura 18.5).

Au; =u; =1-u1+0-ux+0-us, pois u; pertence ao planar,
Aus = Uy =0-u;+1-ux+0-ug, pois u, pertence ao planar,
Auz = —u3=0-u;+0-uz+ (—1)-us, poisuz & um vetor normal
ao planort.

Plano

u,

= — - - =

Au,=-u,

Figura 18.5. A base ortonormg8 = {uy,u,,uz} e o planor.

Logo, a matrizAg, que representa a reflexdao na bdkseé dada por
10 O
Ag=| 0 1 0 |,queé amesma matriz do Exemplo 18.1. Observa-
0 0 -1

AULA E MODULO 1
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mos que a posi¢ao do elementd na diagonal principal dés; depende da
ordem dos elementos ¢= {uj, uz,us}.

Exercicio 18.1.

1. Determine a matriA da reflexao no plana: 2x+3y—z=0, do
Exemplo 18.4, com respeito a base candnicR¥e

2. Determine os autovalores e auto-espacos associadasia afb-
tida no Exercicio 1.
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AuULA 1

1 ) tem autovalor

1 0
= < 0) tem autovalorhA =0 eu = ( 1
1.

Y
A

2. Nao é autovetor.

3. Sim,A =0.

-1
“A03))
1 -3
5. Uma base para o auto-espac 2 |, 0 .
0 1

AULA 2

(9 )
()

3.A%2:1e4,A3:-11e8
4. Use quedl — Al = (A— A1)t e calcule o determinante.

5. Use qued? — A2l = (A—Al)(A+Al) e calcule o determinante.



AULA 3 5
5I
[a)
2
[ee]
1. A]_:—].IV]_:(O,].),/\2=3IV2:(1,2).
2. M =-1:vi=(1,-2), \a=5:vy = (1,1). :4:‘)(
3.a A1=1:v1=(0,10), A, =2:vp =(-1,22), A3=3:
v3=(—-1,11).
4. a. A=A =1:vqy = (1,1,0), Vo = (1,0,1), Az = 2.
v3=(—-1,-1,1).
b. A1 = 1 tem multiplicidade algébrica e geométrica igual a 2 e
Az = 2 tem multiplicidade algébrica e geomeétrica igual a 1.
5.a=b=c=d=e=f=1v;=(1,1,1):A1=3,v»=(1,0,-1):
A>=0, v3 = (1,—1,0) :A3=0.
AULA 4
1. a.A]_:Az: 1:vi= (1,0)
b. A1 = 1 apresenta multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade
geomeétrica 1.
2. aA1=A=6:vy = (1,1)
b. A1 = 6 apresenta multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade
geomeétrica 1.
3.a A1=1:vi=(3,-13) Ax=A3=2:v2=(210) e
v3=(2,0,1).
b. A1 = 1 apresenta multiplicidade algébrica 1 e multiplicidade
geomeétrica 1), = 2 apresenta multiplicidade algébrica 2 e mul-
tiplicidade geomeétrica 2.
4. a.A=1:v1=(0,0,1)
b. A = 1 apresenta multiplicidade algébrica 3 e multiplicidade
geomeétrica 1.
5. detxl — A) = det( (x| — A)!) = detxI' — A) = det(xl — A")
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AULA 5

1 0
Lav-(§9)
10
b.p_(31>
10
2 a.D_(0 6)
1 4
e ( 14
-1 00
3. aD= 010
0 0 3
0O 1

2
b.P= 1 -1 3
-1 0 -1

4. detB) = detP~1AP) = detP~1)detA) det P) = detA)

AULA 6

100
1.aD=[01 0
002
11 -1
b.P=| 1 0 -1
01 1
-1 000
0 -1 00
2. a.D= 0 030
0O 00 3
101 O
101 O
b.P = 010 1
010 -1
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3. Nao é diagonalizavel.

AULA 8

1. O operadoil nao é diagonalizavel, poik s6 possui o autovalor
A = 2 e 0 auto-espaco correspondefa(@) tem dimensao 1, uma
base sendo formada per = (1,1).

2. O operadofil € diagonalizavel,

D=

o
o+ O
oo

uma base de autovetores é formadager (1,0,1), v, = (0,1,0)
evz=(1,0,-1).

3. O operadofil & diagonalizavel,

30

0O O
0O O
-1 0
0 -1

o OO
o w

7

uma base de autovetores & formada par= (1,0,0,0),
V2 - (O, 170’0)’V3 = (0?070? 1) ev4 = (4? _5,470)

4. Temos que 0 & autovalor dese e somente se existe vetor nao-
nulov € R" tal queT(v) = 0v =0. Assim, o nicleo d§ &
nao-nulo, isto &N(T) # {0}. Logo, T nao & inversivel.

AULA E MODULO 1
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AULA 9

1.A:{a_b] ou A:{a b]
b a
2. k=4/3

3. Por exemplo,u; = u; uz = (1,0,0,0); usz = (0,2,1,0) e
us = (0,1,—2,—1). No entanto, existem muitas outras possibili-
dades.

4. Base ortonormal:

;= (1/v3, 1/V3, 1/V3);
U, = (1/V14, 2/\/14, —3//14) e
U3 = (5/V42, —4/\V42, —1/\/42).

1/3 0 4/3/2
5. Por exemploP = ( 2/3  1/vV2 —-1/3V2 )
2/3 —1/vV/2 —-1/3V/2

AuLA 10

1. a. Observe que as colunasAle B formam bases ortonormais
deR3,

1 0 O

b. AB=| 0 0 —1 |. Seu polindmio caracteristico &
0 -1 0

p(X) = (x—1)(x* +1); logo, seu Gnico autovalor real &

A=1
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AULA 11

1. Considerando as matrizes

(V22 V72
nrn=(V5a Var ) e

155 4321
D:|:V1 Vo V3 V4 Vs Vg V7j|: 1 1 3 3 2 3 3)”

AULA E MODULO 1

temos que a imagem dos vértices da figura & dada pelas soluna

da matriz
(v RSP
VZ sz az D2 B2 OS2 o

2. AgAp = A9+¢ = A¢+9 =ApAg.
O angulo resultante @ + ¢.

AULA 12

1. Pela observacao final, temos que

E = P.FLP

—2 -3 —2 3
[ vz Vs 1 0 NVERRVE:
| 3 2 0 -1 -3 -2

V3 V13 V13 V13

pois, B = {vi,vo} & uma base ortonormal d&2, onde

Ji3 ) € um vetor unitario tangente a reta

L:3x+2y=0e,vo= (J—l%’ \;—1_23> & um vetor unitario normal a
retal : 3x+ 2y = 0.

|

2. Como no exercicio anterior, escolhendo base ortonormal
_ 2 _ i ;2 , s _
B ={v1,v2} deR<, ondev; = (ﬁ \/§> € um vetor unitario tan
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N

gente a reta L:2x+y=0 & = ( -1

normal aretal : 2x+y=0.

) € um vetor unitario

S
S

Assim,
1 2 1 2
B EN(LY O e
B=1_2 1 0 _1 2 1
Vs B Vs B

|
| |
ois olw
|
vlw  CIs
;/

3. Representando os vértices pela matriz

141
D:[v1v2v3]:<1 1 3>,

entao suas imagens pela reflexao sao dadas pela matriz

3 4 7 16
-5 -z 1 4 1 -5 —% -3
BD = 4 3 = 1 13
-5 & 113 -5 5 1
AULA 13

Exercicio 13.1

1. Temos a igualdade

B, _ cosp senp \
L seng —cosp )

B cosp —seng 1 0 CAA

- seng cos¢p 0 —1 )~ "%
ondeAy & a matriz rotacao d¢ radianos €A & a matriz reflexao
No eixoxX.
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AULA 14

1. ComoB & matriz ortogonal, vale qug ! = B!. Assim,
(AB) =B ATl =B'A' = (AB),
logo, AB & matriz ortogonal.

2. Representando os veértices pela matriz
D—[vvvvvv]—144331

Representamos por

*=( 4 o)

a matriz que faz a reflexao na rgta- —x e por

_(V2/2 —V2/2
A"/“_(ﬁ/z V2/2 )

a matriz rotacao dea/4 radianos. Entao

_( V22 V22
A = ( —V2/2 —V2/2 )

=2 144331
Ar/aBD = SV 113322
V2 0 V2 /2
2 2
72
2

2
—5v2 -3v2
—3v2 52 52

o
R e

V2

AULA E MODULO 1
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AULA 17

1. Usando as férmulas de adicao de arcos, temos que

1 0 0 10 0
A(B1) -A(B)=| O cosy —send; 0 cos, —senb
0 serf; cosb; 0 serB, cosb,
1 0 0
_ | 0 cosficosh, —senBsend, — cosb; send, — cosd send;
0 cosPsend, +costrsend;  cosBy cosB, — send; send
1 0 0
_| O cog6,+6,) —senbi+6)
0 seri6i+6,) cog6;+6)

= Ax(61+ 62)

Consequentemente,

Ax(B1) - Ax(82) = Ax(B1+ B82) = A(Br+ B1) = Al(8) - A B1).

2. Temos que

10 O 0 -10
AX(T[/Z)(O 0 1); Az(n/2)<1 0 O).
01 O 0 01

Logo,

0 O

A(1T/2) A (TT/2) = ( 0 1)
1 0

0

1

0
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o or
O o

A(T1/2)- AT2) = (

= OO
|
ok o
N~ —

AULA E MODULO 1

OFrrO OFr o
= OO
O O P
N~ — P OO

Assim,
A(TT/2) - AL(TT/2) # Ay(T1/2) - Ax(TT/ 2)
e, portanto, as matrizes nao comutam.

AULA 18

1. Dada

1/vV/3 -1/v42 3/\V/14

V3 4VE2 2V
P= ’
( 1/V3  5/V42 —1/\/1_4)

temos

( 3/7 —6/7 2/7)
B=PAP'=PAP =| —6/7 —2/7 3/7 |.
2/7  3/7 6/7

2. Autovalores: 1,1 e-1;
Auto-espacdE(1): subespaco gerado por

w=(7a73) o (Va v ve)
1= \/:—)’7 \/§7 \/§ 2= \/4—27 \/4—27 \/4—2 1
Auto-espacgdE(—1): subespaco gerado por
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