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CEDERJ
Avaliacao a Distancia 1

Pré-Calculo

1.

(a) [ 1,0 ponto | Diz-se que o nimero inteiro a é miultiplo do nimero inteiro b quando é possivel
encontrar um outro nimero inteiro n tal que a = nb. Use essa definicao para justificar as
respostas para as seguintes perguntas:

A soma de trés niimeros inteiros e consecutivos é um maultiplo de 37

Resolugao

Sim. Considere trés nimeros inteiros consecutivos quaisquer: z, v+1, x4+ 2.

A soma S dos nimeros é:  S=z+ (z+1)+ (z+2).

Aplicando as propriedades associativa, comutativa e distributiva, obtemos
S=zr+zx+ax+1+2=32x+3=3x+1)=(x+1) 3.

A soma S é um muiltiplo de 3 porque encontramos o inteiro n = x + 1 tal que S =n - 3.

A soma de quatro nimeros inteiros e consecutivos é um miiltiplo de 47

Resolugao

Nao. Contraexemplo: 1; 2; 3; 4.

Esses niimeros sao inteiros e consecutivos (hipétese verdadeira).

Asoma§ é& S=14243+4=10=2x4+2.

Logo o resto da divisao de 10 por 4 ¢é igual a 2 e concluimos que 10 nao é miltiplo de 4.

(b) [ 1,0 ponto | Use o Algoritmo de Euclides para resolver e justificar as respostas do seguinte
problema:

Em um determinado campo, a cada 6 anos a partir de 1927, plantou-se uma arvore da espécie
X no primeiro dia do ano.

Quantas arvores da espécie X foram plantadas nesse campo até hoje? Em que ano serd
plantada a préoxima arvore?

Resolucao
Seja N o numero de dias 1 do ano apds o ano de 1927.

Em 1927 temos N = 0, em 1928 temos N = 1, em 1929 temos N = 2, em 1930 temos N = 3, em
1931 temos N =4, em 1932 temos N =5, ---, em 2009 temos N = 2009 — 1927 = 82.

Se planta-se arvores de 6 em 6 anos, concluimos que a partir de 1927, planta-se arvores quando
N=0, N=6, N=12, N=18, N =24, N =30,

Se N=6p+r, 0<r <5, concluimos que

quando r = 0 planta-se arvore e quando r =1, 2, 3, 4, 5 nao planta-se arvore.

A quantidade q de arvores pode ser pensada assim

quando N =0, 1, 2, 3, 4, 5 temos g =1, quando N =6, 7, 8 9, 10, 11 temos ¢q = 2,
quando N =12, 13, 14, 15, 16, 17 temos q = 3.

Quando N =6p+7r, 0<r <5, concluimosque ¢qg=p-+1.
Em 2009, N =2009—-1927=82=13x6+4 logo g=13+1=14.

Assim, até 2009 plantou-se 14 drvores e a préxima drvore serd plantada daqui a 2 anos, em 2011.
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2. [ 2,0 pontos | Considere a seguinte lista de nimeros reais:

(a)

V2 V3 VB 3
2-v2 1-v3 242 243

[ 0,5 pontos | Separe em dois subconjuntos, um dos reais negativos e outro dos positivos.

Resolugao

Vi 3 e V3 V3
=3 243 egativos: — 3 2+
[ 1,5 pontos | Escreva a lista em ordem crescente. Justifique cada ordenagao pelas pro-
priedades de ordem dos reais, nao sera aceita apenas a resposta.

Positivos:

Resolugao

Ordenando os positivos. Como os denominadores sdo todos positivos, podemos multiplicar
os dois lados pelos denominadores que a desigualdade serd equivalente,

2_“5ﬂ> 2fﬁ<:>ﬁ(2+¢§) VB2 VD) =

2V2 + 6 > 23 — V6 = 2v/2 4 26 > 2v/3 <= V2 4+ V6 > V3.

Claramente a dltima desigualdade é verdadeira, pois V6 > v3 e 2> 0.
Logo, como sao todas equivalentes, a primeira desigualdade também é verdadeira.

Ordenando os negativos. Como o simétrico de um nimero negativo é um nimero positivo,

VERRVE]
V3—-1 242

Como os numeradores sao iguais, basta comparar os denominadores.

\/g\/§1>2;/§\/§<:>\/§—1<2+ﬂ<:>\/§<3+\/§.

Claramente a dltima desigualdade é verdadeira, pois V3 <3 e 2> 0.
Logo, como sao todas equivalentes, a primeira desigualdade também é verdadeira.

V3 _ -3
1-v3 242

para facilitar vamos ordenar os simétricos:

Multiplicando a primeira desigualdade por —1, concluimos
Finalmente encontramos a lista em ordem crescente:

V3 <—x/§< V3 _ V2
1-v3 2+vV2 2+V3 2-V2

3. [ 2,0 pontos ] Diga se cada afirmacao a seguir é verdadeira (V) ou falsa (F).

Caso seja verdadeira, prove usando as propriedades do conjunto numérico.

Caso seja falsa, prove usando propriedades do conjunto numérico ou apresente um exemplo para
provar que ¢é falsa. Esse exemplo para provar que é falsa é chamado de contraexemplo. Em um
contraexemplo a hipotese da afirmacao deve ser verdadeira e a tese da afirmacao deve ser falsa.

(a)

(b)

SendozeR e 1,138<x<1,1499= 1,14 <z < 1,15.
Resposta: Falsa. Contraexemplo: x =1,139.
A hipétese 1,138 < 1,139 < 1,149 é verdadeira, mas a tese 1,14 < 1,139 < 1,15 é falsa.

Sendox e R e 1,138<z<1,149= 1,13 <z < 1,15.

Resposta: Verdadeira.

Por hipétese, 1,138 < x < 1,149. Sabemos que 1,13 < 1,138 eque 1,149 < 1,15.
Aplicando a propriedade transitiva da ordem, isto é, a<b e b<c=— a <¢, obtemos
1,13< 1,138 <2< 1,149« 1,15 = 1,13 <z < 1,15.
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()

Para x € R vale a equivaléncia (z—2)(z+3)=0<=2=2 ou z=—-3.

Resposta: Verdadeira.

Aplicando a propriedade do anulamento do produto, isto é, a-b=0<=a =0 ou b=0,
(x—2)(x+3)=0<=(x—2)=0 ou (z+3)=0<=2=2 ou z=-3.

Para z € R vale a implicacdo  (z —2)(z+3)=1= 2 =3 ou z = -2
Resposta: falsa.
Como nao existe uma propriedade analoga a do item anterior, isto é,

é falsoquea-b=1<=a=1 ou b= 1, vamos resolver a equacao usando a propriedade
distributiva para obter uma equacao do 2o0. grau.
(r—2)(z+3)=1<=2’+32—-22-6=1<=22+2—-T7=0.
-1+v1+28 —1++v29

2 B 2
Encontramos as duas dnicas solucoes que tornam a equacao da hipdtese verdadeira.

Mas _lir;ﬁii e 1i\ﬁ7é —2.

Logo a imphcagao é falsa porque quando a hipdtese é verdadeira, a tese é falsa.

Resolvendo, x =

(x—1)2%2=z-1, VxeR.
Resposta: falsa.  Contraexemplo: z = —2 € R.
Ve 1P = 21 = VF = i=3.
r—1=-2-1=-3.
Como —3# 3, nesse exemplo (x —1)2 #x — 1, o que torna a afirmagao falsa.

zeER e z>1= /(z—-1)2=2—1.

Resposta: verdadeira.

Lembrando a definicao de raiz quadrada de um ntmero real a > 0.

y/a éigual ao tinico nimero real b tal que b> =a e b > 0.

Em simbolos, paraa >0, yJa=b ; b>=a e b>0.

Assim, quando a = (z —1)2 >0, Va=+/(x—1)2=b; V¥ =a=(@x—-1)? e b>0.
Vamos determinar b.

Por hipétese, x > 1. Logox —1 > 0.

Parab=x—1, b*> = (z—1)? =a e por hipétese, b= —1 > 0.

Logo se > 1 entdo b = (z — 1) é o tnico niimero b tal que b*> = (z —1)2 e b > 0.

Vab=+/a Vb VacR, VbeR.

Resposta: falsa. Contraexemplo: a= -4, b= —1.
Vab = (-1 = Vi=2,

Vavh = =2y =1

Nesse exemplo nao podemos calcular \/6\/5, muito menos afirmar que vab = \/5\/5

—=-—=  VYa>0, b>0, a€R, VbeR.

Resposta. Verdadeira.

a a
2

— =c; ¢c“=— e ¢c>0.

b ’ b -

Vamos verificar que com as hipéteses a >0 e b >0 se consideramos c¢ = , este

SIS

. . a .
valor de ¢ satisfaz as condicoes de 4/ W acima.
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4.

(a) [ 1,2 pontos | Considere a expressao

a>0 e b>0=/a ¢ Vb podem ser calculados e ¢=

2 2
_\/5:>02_<\/5> ~ Wa)” _ a
= = = 5 =—

AT Ty
r€eER, yeR, 2<x<4, 1<y<2,b=3<z+y<6,5.
Resposta.  Verdadeiro.
Por um lado, x>2=—2x+y>2+y.
Por outrolado, y>1=24y>24+1=2+y > 3.
Logo, aplicando a propriedade transitiva, z+y>2+y e 2+y>3=uxz+y>3. (¥

SIS
Y

Da mesma forma,

por um lado, z<4d=z+y<4+4+y

por outro lado, y<2,b=4+y<4+2,5=—4+4+y<6,5.

Aplicando a propriedade transitiva, z+y<4+y e 44+y<6,5—=2x+y<6,5. (*¥%)
Por (*) e (**) concluimos que 3 <z +1y <6,5.

reR, yeR, 2<ar<4, I1<y<2,b=1l<x—y<1,5.

Resposta:  falsa. Contraexemplo: z =25 e¢ y=2.

A hipétese é verdadeira porque 2<2,5<4 e 1<2<2,5.

r—y=2,5—-2=0,5.

Mas 0,5 < 1, logo a tese 1<z —y<1,5 ¢é falsa nesse exemplo.
1 1

r—1 «x
20 —1
i. Para quais valores de x nao é possivel calcular essa expressao? Simplifique a expressao
de forma a obter uma expressao com apenas um numerador e um denominador.

onde x é um numero real.

Resolugao.

Nao é possivel calcular a expressao quando qualquer um dos denominadores se anula,
isto é para os valores de x correspondentes a

r—1=0 ou =0 ou 2x—-1=0.

1
Resolvendo cada uma, z=1 ou =0 ou z= -5

Simplificando a expressao,
1 1 z+x—1 20 — 1

x—1+§_m(ﬂc—1) xz(zx —1) 2z — 1 1 1

= = X .
2x —1 2x — 1 2 — 1 z(x—1) 20—-1 z(x—1)
ii. Represente na reta numérica as solugoes de cada equacao:

1 1 1 1

P -1 s _ 4
2¢ — 1 2r — 1 3

Resolugao da primeira equacao.

Para os valores de x em que é possivel calcular a expressao do lado esquerdo da equagao,

1

istoé, x#0, z#1, x7é7
1 1

el S A R S
2 — 1 z(x —1)

= dr? —dr+1=0= 20— 12 =0<=20r—1=0<= 2=

=Ad<=1=—A@)(r—1) = 1= —d2? + 4z
L
R
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Mas a tnica solucao nao serve porque com esse valor nao podemos calcular a expressao
do lado esquerdo da equagao original.
Conclusao: a primeira equacao nao tem solugao.

Resolugao da segunda equacgao.
Para os valores de x em que é possivel calcular as expressoes do lado esquerdo e do lado
1
direito da equagao, isto é, x #0, z#1, x # 5
1 1

I_1+‘T— AN S RPN I 4(x)(z—1) = 23 +42? 42 =0
2z —1 a3 r(x—1) a3 = TEEAE S

x(w2+4x—4)20<:>x20 ou 2 +4x—4=0.

x = 0 nao é solucao porque com esse valor nao podemos calcular nenhum dos lados da
equacao original.

Resolvendo a outra equacio, z?+4x —4 =0,

—4+16+16 —4+42
T = 26+6: 2*[:—21\@.

Solugoes: x1 = -2 — V2 e z9=-24+2.

PP S S R (R

W
o
Y

[\

b) [ 0,8 pontos Resolva a seguinte equacdo em R:  2z% — 22 —1 =0.
( g

Resolucao
Considerando y = 22, temos a equacdo em ¥: 2y2 —y—1=0.
1+v/14+8 143
Resolvendo, y = = .
4 4
1 1
Solugbesem y, y=1 e y= — 5 Solugbes em z, z2=1 e 2%= —5
?’=1<=z=1 ou z=—1.
1
z? = — 5 nao existe solucao real.
Logo as tnicas solugées sao r =1 e z = —1.
. . - 1 T
[ 1,0 ponto ] Resolva a seguinte inequacao em R : < .
r—2 x+4+3
Represente a solucao na reta numeérica.
Resolucgao:
1 < x PN 1 T <O<:>a:+3—m2+2x<0<:>
r—2 x+3 x—2 x+3 (x —2)(x + 3)
—$2+3x+3<0 2?2 —3x—3 >0
(x —2)(z + 3) (x —2)(x + 3) ’
Vamos construir uma tabela de sinais da expressao do lado esquerdo da inequagao para
resolvé-la.
3+v9+12 3+£+21
22 -3r-3=0<=1x= 2+ = > .
34+ 21
Estimando as rafzes, 4 < V21 <5=7<3+v21 <8 =3,5 < % <4
3—+v21
—H<-V21I< 4= -2<3-V2l<-1=-1< —5 < —0,5.

321 _3+421

Considere a1 = — e a9

2 2
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r<-3|-3| 3<zx<a1 |ar | m<x<2| 2 |2<x<az|a | xT>a:
A=2" 323 + + + 0 — — 0 +
B=(z-2) - - - - - 0 + + |+
C=x+3 - 0 - - - - + + 1+
A
W + nd — 0 + nd — 0 +
nd = nao definido
Solugdo S: =z < -3 ou % <xr<2 ou x> 3+§/ﬁ
(b) [ 1,0 ponto] Considere a equagdo 2z —1)(x +2) =2 +3, z éum nimero real.

i.

ii.

Para quais valores de x é possivel calcular o radicando tal que x+3 > 07 Represente esses valores
de z na reta numérica.

Resolugao:

Para calcular o radicando (22 —1)(x +2) é preciso que (2z —1)(z +2) > 0.

Logo temos que encontrar os valores de z tais que (2z—1)(x+2)>0 e z+3>0.
Precisamos resolver cada inequacgao e encontrar a intersecao entre as solugoes.

Analisando o sinal de (2z — 1)(z + 2): tr A0 - - - - 0 _hﬁ_'— _24_ +g+ T .

B SR
4 g

*

2
- =0+ £+ 4+ +
l
1

Analisando o sinal de x + 3: < | | |
R

S; = solugao de (2z — 1)(z +2) > 0. Sy = solugao de (z +

Solucao:

51 N SQ = [—3, —2] U [%, OO)

1
2
3>0.

NI

Resolva a equagao dada.
Primeiro fazemos as restrigdes para valores de x: 2r—1)(z+2)>0 e x+3>0.
Ja encontramos os valores de = das restrigoes acima no item anterior.

Resolvendo a equagdo /(2 — 1)(z + 2) = £+3, como estamos admitindo os dois lados positivos
podemos elevar os dois lados ao quadrado para obter uma equagao equivalente.

2z —1)(z+2)=r+3 = 2r—1)(z+2) = (z+3)? &= 222 +4d2 -2 -2 =22+ 62+ 9 <
3+v0+44 3453

2_32-11=0==z=
T T T 5 5

Estimando as solugoes, 53 >7 =3+ +v53 > 10 = ?)—’_2753 > 5.
3— Va3
<V <-T=-5<3-Vd3<—-4= -2,5<K — < —2.
Verificando se as solucoes encontradas satisfazem as restrigoes:
3+ V53 1 3+ V53 1 3+ v53 , . .
s >5 e 5> 5 == — > 5 =z = — é solucao porque satisfaz as
restricoes.
-3<-2,b< Q <2=zx= % é solugao porque satisfaz as restrigoes.



