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Cálculo II – AD1 (2009/2) GABARITO 
     
1ª Questão  (2 pontos) Use  somas  de Riemann  para encontrar a área da região entre o gráfico da 
função  2 34( ) y yg y   e  o eixo   y  sobre o intervalo   31 y  . Esboce a região. 
 
Solução 
Usando os conhecimentos adquiridos na disciplina de Cálculo I, estamos em condições de desenhar o 

polinômio de terceiro grau 2 34( ) y yg y  , assim a região  pedida é mostrada na Figura 1. 

 
 

 
 

Figura 1 
 

Observe que  a função  2 34( ) y yg y    é contínua em [1,3]  e portanto integrável em [1,3].   

Alem disso     ( ) 0 [1,3]g y para y    e usando a definição 2.2  temos que a área pedida é o  número :      

2
3

3

1

( ) (4 ) lim nn
A R y y dy S


   ,  para qualquer seqüencia  ( )nS   de somas de Riemann  de  g   em 

[1,3]. 

Assim, considerando  1
3 1 2

k k k
b ay y y

n n n
 

       ,   para  3b  ,  1a   e  1,...,k n . 

Observe que para cada inteiro 1n   consideramos os pontos: 
 

 
Observe também  que   

0 1 2
2 2 2 21 , 1 , 1 2( ) ,..., 1 ( ) ,..., 1 ( ) 3.nka y y y y k y n
n n n n

            
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Como  1[ , ]k k kt y y ;  (pode-se escolher por exemplo os extremos superiores dos sub- intervalos)  

21 ( )k kt y k
n

    . Logo, 

 

                        2 32 2 2( ) (1 ( )) 4(1 ( )) (1 ( ))kg t g k k k
n n n

       

 

Assim, a Soma de Riemann de 2 34( ) y yg y   sobre  [1,3] será : 

 

         32
1

1 1

2(1 ) )2 2( )( ) [4(1 ) ](
n n

n k k k
k k

k
n

kS g t y y
n n

 
       

 

               2 3

1 1
) )2 2 2 24(1 ( (1 ) ( )

n n

k k

k k
n n n n 

      

 

               
3

3

2 2

2 2
1 1

4 8)8 4 2 6 12(1 (1 )
n n

k k

k k
n

k k k
n n n n n n 

        

 

               2 3
2 2 4

1 1

2
3 3

1 1 1 1 1

32 168 32 2 12 241 1
n n

k k

n n n n n

k k k k k
k k

n
k k k

n n nn nn      
             

 

3
2 4

1

2
3

1 1 1

20 166 81n

n

k

n n n

k k k
k

n
S k k

n nn   
       

 

                 
2 2

2 43
( 1) ( 1)(2 1) ( 1)( )

2 6 4
20 166 8n n n n n n nn

nn nn
       
    

     
    

 

                   
2

2 2

( 1) ( 1)(2 1) ( 1)6 10 44
3

n n n n
n n n

       
    

     
    

 

          
21 1 1 16 10 1 (1 )(2 ) 4 14

3nS
n n n n

             
     

    

 

Assim,  lembrando que 
1lim 0

n n
   

 

2
3

3

1

(4 ) lim nn
y y dy S


  =

21 1 1 1lim [6 10 1 (1 )(2 ) 4 1 ]4
3n n n n n

             
     

   

  =      2 8 446 10 1 (1)(2) 4 1 12
3 3

4
3

     unidades de área. 
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2ª Questão (2 pontos)  Dada a função 
2

2
0

2( )
4

x t tF x dt
t

 
 , mostre que F  é derivável  em   e 

determine: 
   

a) ( )F x  

b) os números críticos de F , 
c) os intervalos em que F  é crescente e os intervalos em que F   é decrescente, 
d) se  F  tem um máximo local ou um mínimo local ou nenhum dos dois. 
e) os intervalos em que o gráfico de F  é côncavo para baixo e os intervalos em que o gráfico 

de F  é côncavo para cima. 
 

Solução 

Verifica-se que ( ) ( )( )F x G h x   onde 
2

2
0

2
4

( )
x t t

t
dtG x 


   pelo teorema fundamental do cálculo   é 

derivável   em  (Veja que o integrando é uma função contínua) e 
2

2

2
4

( ) x x
x

G x 


 . Por outro lado  

( ) xh x    também é derivável em     e 1( )h x  . Assim pela regra da cadeia  tem-se que 

( ) ( )( )F x G h x   é derivável em   e 

a) 
2 2

2 2

( ) 2( ) 2( 1) ( )
( ) 4 4

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) x x x x
x x

F x G h x G h x h x    
  

  
      . 

 

b) Para achar os números críticos de F  procuramos os pontos onde ( ) 0F x   ou não existe F . 

Como neste caso F  sempre existe os únicos números críticos são os números tais que  
2 2 ( 2) 0x x xx      isto é 0x   e 2x   . 

 
c) os intervalos em que F  é crescente e os intervalos em que F   é decrescente, 

 
Intervalos 2x   

 
2 0x    0 x    

Sinal de  x      + 
Sinal de  2x     + + 

Sinal de  2 4x   + + + 

Sinal de  ( )F x    +   

Comportamento de  F        
 
Podemos  afirmar  então que  F  é crescente em ( 2,0) e F  é decrescente em 

( , 2) (0, )    . 
 

d) Note que como F  é derivável em  podemos concluir que F  é contínua em  , por outro lado 
de  (c) e o teste da derivada primeira podemos concluir  que F tem um mínimo local em 2x    e 
que F  tem um máximo local em 0x  . 
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e) 
2 2 2

2 2 2

2 ( 4)(2 2) ( 2 )(2 )( ) ( )
4 ( 4)

( ) x x x x x x x
x x

F x       
 


3 2 3 2

2
2 2 2 2

2 8 2 8 2 4 2( ) ( 4 4)
( 4) ( 4)

( ) x x x x x x x
x x

F x     
   

 
  

Observe que 20 4 4 0 2 2 2( ) x x xF x         
 
Intervalos 2 2 2x     2 2 2 2 2 2x     2 2 2 x     

Sinal de  2 4 4x x   +   + 

Sinal de  2 4x   + + + 

Sinal de  ( )F x  +   + 

Concavidade do 
gráfico  de  F  

      

 

Podemos afirmar então que  o gráfico de  F  é côncavo para baixo em (2 2 2, 2 2 2)  e o 

gráfico de F  é côncavo para cima   em ( ,2 2 2) (2 2 2, )     . 
 
 
3ª Questão (2 pontos)  Calcule 

a) 3

3

1
| |x x dx


    b)  4

4

sen t
t

lim

4

x

x

x dt

x



  


 

 
Solução 
 

a) 
3 23 3

3
3 23 3

se ( 1) 0se 0| |
se ( 1) 0se 0

x x x xx x x xx x
x x x xx x x x

  
  

    
 

    
 

 
 

Observe que  2( 1) ( 1)( 1)x x x x x     
 

Intervalos 1x     1 0x    0 1x   1 x    

Sinal de  x +1   + + + 
Sinal de  x      + + 
Sinal de  1x         + 

Sinal de  2( 1)x x    +   + 

3| |x x  3x x   3x x  3x x   3x x  

 

Resumindo temos que  
3

3
3

( 1,0) (1, )

( , 1) (0,1)

se| |
se

x

x

x xx x
x x

    


    


 


 

 

Assim 3

3

1
| |x x dx


 = 3

3

1
| |x x dx




 + 3

1

0
| |x x dx


 + 3

0

1
| |x x dx  
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   = 3

3

1
x x dx




  + 3

1

0
x x dx


 + 3

0

1
x x dx  

   =
14 2

34 2
x x






 


 +

04 2

14 2
x x







 +
14 2

0

( )
4 2
x x 

 


  

   =
4 2 4 2( 1) ( 1) ( 3) ( 3)( )

4 2 4 2
   

   
4 2( 1) ( 1)( )

4 2
 

  +
4 21 1( )
4 2

   

   =
4 21 1 3 3

4 2 4 2
   1 1

4 2
 

1 1 33
4 2 2

  . 

 
 

b) Note que 4

4

0
0

sen t
t

lim

4

x

x

x dt

x



 





, portanto podemos aplicar a regra de L´Hôpital 

4

'4

sen t
t

lim

4

x

x L H

x dt

x



 





 4 4 4

4 4

( (

( )

sen t sen t sen t) )
t t t

lim lim
1

4

x x x

x x

d dx
dx dx

d
dx

x dt dt dt

x

  

  






  
 

 

         

4
4

20
2

sen sen t sen sen
t 4 4

lim
x

x

xx dt
x 


 



 
    
 
 

   . 

   
 
 
4ª Questão (2 pontos)  Seja R  a região compreendida entre os gráficos de    

3y x  e  2x y  sobre o intervalo 1 1y   . 
     a) Esboce a região R . 
     b) Represente a área de R   por uma ou mais integrais em relação à variável  x . 
     c)  Represente a área de R   por uma ou mais integrais em relação á variável  y . 

     d)  Calcule a área da região R  (Use a representação mais conveniente).  
 
 
Solução 
 

a) O esboço da regiãoR    é apresentado na Figura 2.  
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Figura 2 

 

b) Represente a área de R   por uma ou mais integrais em relação à variável  x . 
 

 
Figura 3 

 
Observe que neste caso devemos dividir a região em 3 sub-regiões 1 2 3, eR R R . Assim 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )A R A R A R A R    
1 1 0

3 3

0 0 1

( ) ( ) ( ( 1)) ( ( 1))A R x x dx x dx x dx


            

1 1 0
3 3

0 0 1

( ) ( ) ( 1) ( 1)A R x x dx x dx x dx


          

c) Represente a área de R   por uma ou mais integrais em relação á variável  y .  



Cálculo II AD1 - Gabarito 2009/2 

Fundação CECIERJ  Consórcio CEDERJ 
 

Pá
gi

na
7 

 
Figura 4 

Neste caso só precisamos dividir a região em 2 sub-regiões, logo 
0 1

2 23 3

1 0

( ) ( ) ( )A R y y dy y y dy


      

d) Para calcular a área usaremos a representação em relação à variável  y  
0 14 4 4 4

3 3 3 33 3 3 3

1 0

3 3 ( 1) 3( 1) 3(1) (1) 6 3( )
3 4 4 3 3 4 4 3 4 2
y y y yA R



 
             

  

 unidades de área. 

 

5ª Questão  (2 pontos)    Considere a função 

23

2
1

1
2 3

12

2

1

5
7

sen( )( )
s

x
ds

x
x

t dtH x x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 









 . 

Mostre que H é  derivável  em    e  encontre  ( )H x . 
 
Solução 

 Seja   

23

2
1

1
2 3 2

12

2

1

5
7

sen( ) ( )( )
s

x
ds

x
x

t dt F xH x x x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 







 
 
 

 
 
 
 



 ,   onde 

23

2
1

1
3

12

2

1

5
7

sen( )( )
s

x
ds

x
x

t dtF x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 









  

 
Pelas propriedades da integral definida obtemos que 
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23

2
1

1
3 3

12

2

0

0

1

5
7

sen( ) sen( )( )
s

x
ds

x
x

t dt t dtF x

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 







 
 
 
 
 
 
 




   

Ou seja 

23

2
1

1
3 3

12

0

12
0

5
7 sen( ) sen( )( )

s

x
dsx

x t dt t dtF x

 
 

             



 
 
 
 
 
 
 

 


   

Defina  

2

1 2

3

2
1

1
3 3

12

2

0

15
7

0
esen( ) sen( )( ) ( )

s

x
dsx

x t dt t dtF x F x

 
 

   
   
       





  


   para 

x . Note que  1 2( ) ( )( ) F x F xF x  é  definida para todo x .  Para mostrar que F  é 

derivável em    basta provar  que  1( )F x  e 2( )F x  são deriváveis em   . 

 

Verifica-se que 1 1 1( ) ( )( )F x G h x   onde 1
3

0
sen( )( )

x
tG x dt   pelo teorema fundamental do 

cálculo   é derivável   em   e   1 2

5
7

( ) x
x

h x


   também é derivável em   sendo 1
3sen ( )( ) xG x    

e 
2 2

1 2 2 2 2

( 7)5 5 (2 ) 5(7 )
( 7) ( 7)

( ) x x x x
x x

h x   


 
 . Assim pela regra da cadeia  

tem-se que 1 1 1( ) ( )( )F x G h x   é derivável em   e 

 
2

3
1 1 1 1 1 1 2 2 2

5 5(7 )) .
7 ( 7)

sen (( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) x x
x x

xF G h x G h x h x      
        . Analogamente, verifica-se 

que 2 2 2( ) ( )( )F x G h x  , onde 2
3

0
( )( )

x
sen tG x dt   pelo teorema fundamental do cálculo   é 

derivável   em   e  2
3sen ( ).( ) xG x   

 Por outro lado   

3 2

3

2 1

2 32
1

1 )( )
1

( ) (
x

ds h x
s

h x F





     onde 3 2
1

1
1

( )
x

ds
s

F x


   pelo teorema 

fundamental do cálculo é derivável em    e 3 2
3 2 1( ) xh x   e também derivável em  , sendo 

3 2

1
1

( )
x

F x


  e 
2

2 3
3 2

2 3

2 4( 1) (2 )
3 3( 1)

( ) xx x
x

h x   


 .    

Assim pela regra da cadeia tem-se que 2 3 3( ) ( )( )h x F h x   é derivável em   e 

2 3 3 3 3 3 2
3 3 32 2 2 2 2 22 3

1 4 4.
(2 1) 1 3( 1) 4( 1) 13( 1)

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) x x

x x xx
h x F h x F h x h x 

    
      

Logo pela regra da cadeia novamente  tem-se que 2 2 2( ) ( )( )F x G h x   é derivável em   e 
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3 2

3
2 2 2 2 2 2

3 32 2 2 2

2 1

2
1

4) .
3( 1) 4( 1) 1

1sen (
1

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
x x

x x
ds

s
F x G h x G h x h x

 
 
     

        

Note que 2. ( )( ) F xH x x . É claro que  2x  é derivável  em   e acabamos de mostrar que F  é 

derivável em  . Como o produto de funções deriváveis é derivável, finalmente podemos afirmar que 
2 2

1 2( ) ( ( ) ( ))( )H x x x F x F xF x   é derivável em   e usando a regra do produto temos que  
2

1 2 1 2

2
1 2

( ) ( ( ) ( )) 2 ( ( ) ( ))

( ( ) ( )) 2 ( ( ))

H x x F x F x x F x F x

x F x F x x F x

    

   
      (*) 

Substituindo em (*)  os valores de 1 2( ), ( ) e ( )F x F x F x  achados acima obtemos a resposta. 

 
 


