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12 Questao (2 pontos) Use somas de Riemann para encontrar a rea da regido entre o grafico da
funcdo g(y)=4y?—y® e oeixo Yy sobreointervalo 1<y<3.Esboce aregiao.

Solucédo

Usando os conhecimentos adquiridos na disciplina de Calculo |, estamos em condi¢Ges de desenhar o
polindmio de terceiro grau () =4y?—y?, assimaregido pedida é mostrada na Figura 1.

y
J g =4>y’, 1<y<3

Figura 1

Observe que afungdo g(y)=4y*>—y® écontinuaem [1,3] e portanto integravel em [1,3].
Alemdisso g(y)>0 para ye[l3] eusando adefinicdo 2.2 temos que a area pedida € 0 nimero :

3
AR) = j (4y*—y®)dy = rI]I_r)go S, , paraqualquer seqiiencia (S,) desomas de Riemann de § em
1

[1.3].
- i b-a 3-1 2
Assim, considerando Ay, =Yy, -y, =——=——=—, para b=3, a=1e k=1..,n.
n n n
Observe que para cada inteiro N >1 consideramos os pontos:
2
i \rk \71\
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1+ +— +—
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1&2 1+(k-1)2 1+(n-1)2
n n n

Observe também que

2 2 2 2
a=1=y,, y1=1+ﬁ, y2:1+2(ﬁ) yk=1+k(ﬁ) yn=1+n(ﬁ):3.
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Como t, € [yk_l, yk] ; (pode-se escolher por exemplo os extremos superiores dos sub- intervalos)

t =y =1+ k(%) . Logo,

o(t)=g(l+ k(%)) 401+ k(%))z e k(%»s

Assim, a Soma de Riemann de g(y) =4y’ —y® sobre [1,3] sera:

5= 0060~ ) = YA 25 -0+ 291

f 2k, 2, < 2k\3,2
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6+10((nn+1)j 3((n+1)(22n+1)j_4((n+21)2j

n n

S = 6+1o(1+1j+ﬂ((1+1)(2+1)j—4(1+1)2
n) 3 n n n

. .1
Assim, lembrando que lim —=0
n—w N

slcn
r\.>|o

i( n(n+1)(2n +1))_E n*(n+1)?
n3 6 n* 4

n—o0

_ AP PO R A
I(4y y)dy—IlmS =lim [6+10(1+ j §((1JFH)(2JFH)j 4(1+n)]

=6 +10(1)+§((1)(2)) —4(1) =12 +g = 4—34 unidades de area.
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22 é derivavel em R e

determine:

a) F'(x)

b) os nGmeros criticos de F,

¢) osintervalosem que F é crescente e os intervalosem que F é decrescente,

d) se F temum maximo local ou um minimo local ou nenhum dos dois.

e) os intervalos em que o gréafico de F é concavo para baixo e os intervalos em que o grafico
de F é cdncavo para cima.

Solucéo

Verifica-se que F(X) = (G oh)(x)

.o, . . p x . X X
derivavel em IR (Veja que o integrando é uma funcdo continua) e G'(X) = . Por outro lado

h(X) =-x também ¢ derivavel em R e h’'(X) =-1. Assim pela regra da cadeia tem-se que

F(X)=(Goh)(x) éderivavelem R e

0 F(0=(Gony () =6'h0x) (=0 200 22,

b) Para achar os nimeros criticos de F procuramos os pontos onde F'(X) =0 ou nao existe F'.

Como neste caso F' sempre existe os Gnicos nimeros criticos sd0 0s nimeros tais que
X2 +2x=xX(x+2)=0istoé X=0e X=-2.

c) osintervalosem que F é crescente e os intervalos em que F  é decrescente,

Intervalos —0<X<-2 | —2<x<0 | O< X<+
Sinal de X — - +
Sinalde x+2 - + +
Sinal de x* +4 + +

Sinal de F'(x) - + -
Comportamento de F N ya Ny

Podemos afirmar entdo que F é crescente em (-2,0) e F é decrescente em
(—00,-2) U (0,+0) .

d) Note que como F é derivavel em IR podemos concluir que F é continua em IR, por outro lado
de (c) e o teste da derivada primeira podemos concluir que F tem um minimo localem X=-2 e
que F tem um maximo localem X=0.
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&) F(xX)= _(x22+ 2x), _ _((x2 +4)(2x + 22) —(>2<2 +2%)(2x)
X" +4 (x“+4)
2X° +8x+2x° +8-2x° — 4% 2
(C +4). Ty
Observe que F"(X) =0 X —4x-4=0x=2+22

)

F”(X):_( 2(X2—4X—4)

Intervalos —0<X<2-22 | 2=2J2 <x<2+22 | 2+ 242 < x < +w0
Sinalde x*—4x-4 + - +

Sinal de Xx*+4 + + +

Sinal de F"(x) + - +
Concavidade do ) N )

grafico de F

Podemos afirmar entdo que o grafico de F é cdncavo para baixo em (2—2\/5, 2+2\/§)e 0
grafico de F é concavo paracima em (—o,2— 2\/5) U2+ 22, +00).

32 Questéo (2 pontos) Calcule

jsentdt
1 - 1
a) J'|x3—x|dx b)  lim
-3 =7 X—E
4
Solucéo

) x| x*-x se x}3-x>0 [x}-x se (xX*-1)x>0
a —X|= =
—x3+x se x3-x<0 |—-x®+x se (x*-Dx<0

Observe que (x> —1)x = (x—1)(x+1)x

Intervalos —o<X<—-1| -1<x<0 | O0<x<l |1l<X<+
Sinalde X +1 — + + +
Sinal de X — — + +
Sinalde x-1 — — — +
Sinal de (x> —1)x - * - *

| x®—x]| X3+ X x* —X —x*+x x® —X

X3—X se xe(-10)uU(l,+w)

Resumindo temos que | X3 —X|= 5
—X"+X Se xe(-©,-1)u(0,1)

1 -1 0 1
Assim J'|x3—x|dx: J' |x3—x|dx+J'|x3—x|dx+'|'|x3—x|dx
I3 -3 -1 0
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-1
j x+xdx+jx—xdx+j —x3 +x dx
%3 0

-1 0 1
x* X x* X2 x* X
=t — | t———| t(——+)
) 2

4 2|, 4 2] 4 0
G G T G M G I O (1) LT

=— + —(- + -
4 2 ( 4 2 )~ 4 ) ( 2)
1,13 3 1.1 1,1 33

=ttt —— ——+ = ——+—=—.
4 2 4 2 4 2 4 2 2

XJ' sentdt

-t

b) Note que lim 4 5= , portanto podemos aplicar a regra de L"Hopital
o 0
4
X
X.[ se?tdt 7( Isentdt) 7(I sentdt) Jsentdt
lim 4 —— = lim—* = lim .
X—>— X —2 L'H x> = (x=-= x—>Z
’ 4 © ok 4) )
X

—I|m Xsenx+1&ntdt =senZ4+0= senE:—Z.
s ; 4 2

42 Questao (2 pontos) Seja R aregido compreendida entre os graficos de
y= e x= y® sobre ointervalo —1<y<1.
a) Esboce aregido R .
b) Represente a areade R por uma ou mais integrais em relagdo a variavel X.
¢) Represente a &rea de R por uma ou mais integrais em relacéo & variavel .

d) Calcule a area daregido R (Use a representacdo mais conveniente).

Solugédo

a) O esboco daregidtoR ¢ apresentado na Figura 2.
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Figura 2

b) Represente a areade R por uma ou mais integrais em relagdo a variavel X.

4

Figura 3

Observe que neste caso devemos dividir a regido em 3 sub-regides R, R, e R;. Assim
A(R) = A(R)) + A(R,) + A(R;)

A(R) = j (Vx = x%)dx + j (—&—(—1))dx+i (x° = (=1))dx

o

A(R):Jll (&—x3)dx+_l[ (—\/§+1)dx+i (X% +1)dx

c) Represente aareade R por uma ou mais integrais em relagdo & variavel Y.
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v

/ A

Figura 4
Neste caso s6 precisamos dividir a regido em 2 sub-regibes, logo

AR) = [ (v =&ly)dy+[ Gly-y")dy

d) Para calcular a &rea usaremos a representacdo em relacdo a variavel Yy

4P 4 ! 4 4
3 3 3 3 _1)3 _1\3 3 3
A(R)Zy——gy +3L—y— =—( 1 +3( ) +3(1) —ngzi unidades de area.
3 4 4 3 3 4 4 3 4 2
-1 0
29x2+1

1 ds
2

52 Questfio (2 pontos) Considere a fungdo H (X) = XZI sen(t®) dt.

X2+7
Mostre que H é derivavel em R e encontre H'(X).

Solugédo

seja H(X)=x? j sen(t®) dt |=x? F(x), onde

ds

1 Js2+1

sen(t®) dt

Pelas propriedades da integral definida obtemos que
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Wy
0 N e
F(X):j B s,en(t3)dt+J‘0 sen(t®) dt
X2+7
Ou seja ) )
2%l
St b e
F(x)= _on 1) sen(t®) dt+I0 sen(t3) dt

2¥x21 1

5X J' | T ds

Defina F(x)= —J‘OXZ”

XeR. Note que F(X)=F,(x)+F,(x)¢é definida para todo X€IR. Para mostrar que F ¢

sen(t®)dt e F,(X)= £ sen(t®) dt  para

derivavel em R basta provar que F(X) e F,(X) séo derivaveisem R.

X
Verifica-se que F,(X)=(G,oh)(X) onde G,(X) :—J'sen(t3) dt pelo teorema fundamental do
0

5x
x> +7

célculo é derivavel em R e h(X)= também ¢ derivavel em R sendo GJ(X) =-sen (x°)

2 _ _ 2
e hl’(X) = (X7 +7)5—5x(2%) = S(7=x7) . Assim pela regra da cadeia

(X*+7)° (x> +7)?
tem-se que F,(X) = (G, oh)(X) éderivavelem R e

F/(x) =(G,oh)'(x) =G/(h,(x)) h/(x) =-sen (( » X )sj 57 -x) . Analogamente, verifica-se

2477 ) (X2 +7)?

X
que F,(X)=(G, oh,)(X), onde G,(x) :.[ sen(t®) dt pelo teorema fundamental do calculo &
0

derivavel em R e GJ(X) =sen (x*).
X241 1 g
Por outro lado N, (X)= J' ——ds=(F,oh,)(x) onde FS(X)ZJ.gds pelo teorema
s?+1 s?+1

1 s+l N

fundamental do calculo é derivavel em R e hS(X)=2\3/X2 +1 e também derivavel em R, sendo

1 2 - 4x
F/ (X)= (X)=2(+1) *(2x) =———.
()= e N(X)=506¢ D 229 T

Assim pela regra da cadeia tem-se que ,(X) = (F, oh,)(X) é derivavelem R e

[ — F ° ; :F! ' — 1 . 4x _ 4x
h(x) = (F, oh.)'(x) = F, (h,(x)) hi(x) Jele sy 1 3+ 0 1) A D) 1

Logo pela regra da cadeia novamente tem-se que Fz (X) = (G2 ° hz)(X) é derivavelem R e
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2¥en 1 ) 4x
F/(X) = (G, <h,)(x) =G.(h,(x)) hi(x) =sen| ( I \/52+1d5) .3(%/2_1)2 \/4(%/ ol
1 X2 + X“+1)° +

Note que H (X)=X2.F(X). E claro que X? é derivavel em R e acabamos de mostrar que F é

derivavel em IR . Como o produto de funcdes derivaveis é derivavel, finalmente podemos afirmar que
H (x) = x?F (X) = X2(F,(x) + F,(x)) é derivavel em R e usando a regra do produto temos que

H'(x) = X (Fy(X) + F, (X)) + 2x(Fy(x) + F,(x))
=X*(F/ (%) +F, (X)) +2x(F (X))

Substituindo em (*) os valores de F(x), F,'(x) e F,’ (x) achados acima obtemos a resposta.

*)
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