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AVISO: E obrigatério, nas resolucdes de sistemas lineares, reduzir por linhas a forma em escada a matriz
associada ao sistema.

Questdo 1 (3,0 pontos) Seja v = (1,2,2).

a) [1,6 pts] Determine uma base ortonormal 3 = {uy,us,u3} do R3 tal que us tenha mesma direcio
e sentido de v e w1 X ug = us.

b) [0,4 pt] Determine a matriz Ag que representa na base 3 a rotagao de 37” radianos, no sentido
positivo, em torno da reta £ gerada por v.
c¢) [1,0 pt] Determine a matriz A, que representa na base candnica, a rotacao de 37” radianos, no

sentido positivo, em torno da reta ¢ gerada por v.

Solucao:
a) Escolhemos, primeiramente, uma base ortogonal do R? com v3 = v = (1,2,2). Os dois primeiros
vetores v; e v9 devem estar no plano I' de equagao x + 2y + 2z = 0, plano normal a v passando pela
origem.

Tomamos v; = (0,1, —1), fazendo x = 0, y = 1 e obtendo z = —1.

Seja vy = (a, b, c) # (0,0,0) tal que

vpell<—=a+2b+2c=0
vy L v) <= (v1,12) =0 <= ((0,1,-1),(a,b,c)) =0<=0a+b—c=0<=b—c=0.
. . . . L1122
Nesse caso, a matriz associada ao sistema acima é 01 -1 |
. . . 1 2 2 10 4
Reduzindo por linhas a forma em escada, obtemos 01 1101 -1 onde fizemos
a operacao elementar em ~q: Ly « L1 — 2Lo.
Assim, a+4c=0eb—c=0 e logo, vy = (—4c,c,c), c € R.
Fazemos ¢ = 1 e escolhemos vy = (—4,1,1).

- =

v J k — — —
Temos que vy x vy =det | 0 1 —1 | =20 —(-4)7 +4k = (2,4,4) = 2v3 tem mesma
-4 1 1
direcao e sentido de vs.
Logo, {v1,v2,v3} é uma base ortogonal orientada positivamente (vale a regra da mao direita).
Normalizando esses vetores, obtemos que

5 { 1 (0 1 1> ( 4 1 1 ) V3 <1 2 2>}
=y =75 = y T =y T = | U2 = | — ) s Yy U= =\ 555
T ] V2 Vv2) 3v2'3v2'3v2) ° Jusll  \3'3'3

é uma base ortonormal do R? com ug = u; X us e ug tendo mesma direcdo e sentido de v = vs.



cos 32” —sen =& 3” 0 010
Ag = | sen 32” cos 327r 0O|l=|-1 00
0 0 1 0 01
c) A= PAgP*I, onde P é a matriz de mudanca de base, da base (§ para a base canonica, é dada por
4 1
0 =35 3
P=[w wu ug]= % ﬁ % e P~1 = P! (P ¢é matriz ortogonal). Logo,
V2 3v2 3
B 0 __4 17 B 0 1 1T
3v2 3 V2 V2
1 12 0 10 4 1 1
A = V2 o 3v2 3 -1 0 0 3vV2  3v2  3V2
12 001 2 2
V2 3v2 3 3 3 3
T4 1T 1 L7 :
»vi Vo3 0 % % 55 9
__1 12 _4 1 1 _4 4 7
— 3v2 V2 3 32 3V2 3vV2 | = 9 9 9
1 1 2 1 2 2 8 1 4
3v2 V2 3 3 3 3 9 9 9

Questdo 2 (2,8 pontos) Seja II o plano gerado por v = (1,1,—1) v = (0,1,1). Considere o
operador linear S reflexdo com respeito ao plano II.

a) [1,2 pt] Dé exemplo de uma base ortonormal do R? formada por autovetores de S, indicando os
seus autovalores.

b) [0,8 pt] Determine uma matriz ortogonal P que diagonaliza S e a sua correspondente matriz
diagonal D.

c) [0,8 pt] Determine a matriz A que representa S na base canénica do R3,

Solucao:
a) Como u,v € II, entdo S(u) = ( ) = v, logo u e v sdo autovetores de S associados ao autovalor
1. Temos que u L v, pois (u,v -1),(0,1,1))=1-04+1-1+(-1)-1=0.
- =
Seja w = u X v = det =2i —j +k =(2,-1,1).
Como w L II, entao S(w) = —w = 1) -w, logo w é autovetor de S associado ao autovalor —1.

Portanto, {u,v,w} é uma base ortogonal do R? formada por autovetores de S. Normalizando esses
vetores, obtemos que

{ U < 1 1 1 > v <0 1 1 > w < 2 1 1 )}

=W =g r=\| "= == | W= g5 = y = = U3 = o = Y= T T
Jull - \V3'V3 V3 o] V2 V2 lwl  \V6" V6 V6

é uma base ortonormal do R? formada por autovetores de S associados, respectivamente, aos autova-

lores \f =1, da =1e 3= —



b) Seja o = {uy,uz2,us} a base de autovetores de S obtida no item (a).
Uma matriz ortogonal P que diagonaliza S é a matriz de mudanca de base, da base ortonormal

1 2
VG
« para a base canodnica, dada por P = [ Uy Uy U3 ] = 73 5 /5 | esua correspondente
1 1 1
V3 V2 V6
A 000 1 0
matriz diagonal é D= 0 X 0 | =]0 1 0
0 0 X3 0 -1
¢) P~' = P! pois P é matriz ortogonal e
A = PDP'=PDP!
L 0 27 1 1 1
V3 V6 V3 V3 V3
10 0
1 1 1 1 1
= | B v w010 0 7
0 0 —1
11 1 2 1 1
L V3 V2 V6 V6 NG NG
-1 2 1 1 1 1
v S B v v -3 3 -3
_ 1 1 1 0o L 4 = 2 2 1
- V3 V2 V6 V2 V2 | T 3 3 3
~1r 1 1 2 1 1 _2 1 2
L V3 V2 ve 1 L Ve V6 V6 33 3

Questdo 3 (2,8 pontos)
Sejam a, b, ¢ nimeros reais e consideremos o operador linear definido por

T(m,y,z):(aaz—l—\[y%—fz ba:—|—\[y \/éz CCE+\/§>.
a) [0,4 pt] Determine a matriz de T' na base canonica.
b) [2,0 pts] Determine os nimeros reais a, b, ¢ para que T' seja um operador ortogonal.

¢) [0,4 pt] Quantos operadores ortogonais ha? Justifique a sua resposta.

Solucao:

a) Como T'(1,0,0) = (a,b, ), T(0,1,0) = <7 %,0) e T(0,0,1) = <%—%%> entio

1 1

“© BB

A=| b = L

6 "6

c 0 L

V2

b) T é um operador ortogonal se, e somente se, as colunas (ou linhas) da matriz A sdo unitérias e
ortogonais. Note que%—i—%—i—():l, %—i—%—i—%:le%—%—i—O:O. Logo,
a’ + b2 +c2=1, (%)

_a —
el f +0=0e
Bty =0
4+ 21 0=0
Primeiramente, vamos resolver o sistema linear homogéneo { \{? \éé c _g
oY

3



Reduzindo por linhas a forma em escada a matriz associada ao sistema, obtemos:

1 2 0 1 2 0 1 2 0 L 0 2
V3 V6 ~ V3 /6 ~ V3 Ve ~ V3 32 | o
B e 1 0 —= L 2 V3 3 V3 4
Vi V6 V2 NG 0 1 =% 0 1 =%
1 0 2v3
3v2 | matriz reduzida por linhas & forma em escada.
01 —¥3
Fizemos a seguinte sequéncia de operagoes elementares:
em ~q: L2 — L2 - Ll; em ~9! L2 — 77\/6[/2; em ~g: L1 — L1 - %LQ € em ~g: L1 — \/ng
2v3 . _ _ V3. _
Logo,a—l—?’ﬁC—Oeb ¢ =0.
Portanto, a = —%c eb= @c.

Substituindo em (x), obtemos

_V3 1 1 V3 L 1
TP TP
Ve R o VB VB
vz 0 vz Y

Questdo 4 (1,4 pontos) Seja T a projecio ortogonal sobre a reta normal a (3,4) passando pela
origem.

a) [0,6 pt] Dé exemplo de uma base ortonormal do R? formada por autovetores de 7', indicando os
autovalores.

b) [0,8 pt] Determine T'(x,y).
Solucao:
(a) A projegao ortogonal T' sobre uma reta ¢ tem as seguintes propriedades:

Se u € £, entao T'(u) = u. Logo, u € £ e u # (0,0) é autovetor de T" associado ao autovalor 1.
Seu L ¢, entao T(u) = (0,0) = Ou. Logo, u L IT e u # (0,0) é autovetor de T associado ao
autovalor 0.
Como (3,4) é normal a ¢, entao (—4,3) L (3,4), logo (—4,3) € ¢. Tomamos

v = (—4, 3) €l, vo = (3,4) L/

Normalizando esses vetores, obtemos que

=i () - (24)
T o 55)7 Jual ~ \5'5

é uma base ortonormal do R? formada por autovetores de T' associados, respectivamente, aos autova-
lores \{ =1e Xy =0.




(b) Usamos a base 3 obtida no item (a). Seja v = (x,y)
Temos que v = (v, uy)uy + (v, ug)us €
T(v) = (v,u1)T (ur) + (v, u2)T(uz) = (v,u1)uy, pois T(u1) = u; e T'(uz) = (0,0).
Logo,
T(z,y) =T(@w) = (v,u1)u;
= (@ y).(=5.2) (=53)

74m+3y( 4 3)

5 55

_ < 162—12y 7121+9y>

25 ’ 25

162—12y —122+9
Logo, T'(x,y) = < =, 2”? y).




