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Solucgoes!

Questdo 1 [2,5 pts|] Calcule a solugao do problema de valor inicial

d

x—y:y—kxey/“’” x>0
dx

y(1) =1

Solugao: Dividindo a equagao diferencial do PVI por x obtemos

dy _y
= =2 4 1//907 1
dr «x c (1)
que é do tipo
dy
e portanto é uma equacao de coeficientes homogéneos.
d d
Fazendo a mudanga de varidveis v = y/z, obtemos d_y =v+ xd—v e a
x x
equagao (1) se escreve como
dv .
vtr—=v+e,
dx
isto é
dv .
r— =¢e".
dz
Ou ainda
d
e dv=2 (2)

Integrando a equacdo separavel (2),
—e "’ =lIn(x) + ¢,
o que nos da, apos substituirmos v por y/z,

In(x) +e¥/* =c



Impondo a condigao inicial y(1) = 1, calcula-se c = e

Portanto a solugao do PVI proposto é a fungao definida implicitamente pela
equacao

In(z) 4+ e¥/* =e.

Quest&o 2 [2,5 pts]
Mostre que a funcdo constante y = 1 é uma solucéo de

dy 2
Yo -y —at=a—1
d$+(x Yy —xy° =x ,

e calcule a solugdo geral
Verifique se é possivel obter a solucdo y = 1 a partir da férmula

da solucdo geral, calculando um valor conveniente para a constante de
integracao.

Solugao:

A verificagao de que y = 1 é solugdo da equagdo é imediata:

/

y=1 = y =0
dy 2 _ —
%—F(Qx—l)y—:z:y =z—1)|yj=1 <= 0+Q2z-1)—z=z-1
— z-1=zx-1.

A equagdo dada é uma equacgao de Riccati, para a qual conhecemos a solugao
y=1.
Introduzindo a variavel z por meio da formula

1
y:1+_7
V4

temos y' = —2'/2? e y> = 1+ 1/2% + 2/2. Substituindo essas expressoes na

d
equagao d—y + (22 — 1)y — 2y? = 2 — 1 obtemos
T

Z 1 1 2

Depois de simplificada, a ultima equagao acima se reduz & equacao diferencial
linear de primeira ordem
74+ z+2=0.



Dalf,
z=e¢ (/efdx (—x) d:c—i—c)

z=e " (—/ewxd:r + c> =e "(—xze® +e" +¢)

Portanto

z=1l—xz+ce ™

Entao
1 2—x+4ce

:1 =
y +1—x—|—ce*z l—xz+ce®

Suponhamos que ¢ é o valor da constante ¢ correspondente a solugao y = 1.
Devemos ter, para todo x:

2—x+cope™®

- 1—2+cpe =
De onde concluimos que
1=2,

uma contradicao.

Portanto nao existe tal ¢y ea questao chama a atengao para o fato de que
devemos rever nossa nogao intuitiva de solugao geral.

Nem todas as solugoes de uma equagao “estao contidas” na formula da (ou
de uma) solugao geral.

Quest&o 3 [2,5 pts]
Calcule uma expressio f(x,y) = ¢, ¢ € R, que defina solu¢des impli-
citas y(z) da equagdo diferencial separavel

(2%y* — 2?) dy — (42y? — 2y*) dz =0

Solucao: A equagao se escreve como
22 (y? — 1) dy = 2y%(22° — 1) da,
ou ainda , ,
y2y—21 dy = 2x° — 1 dz.,

22
de onde vemos que se trata de uma equacao separavel.
Escrevendo a dltima equacgao acima na forma

1 1 1
(3-g) 0= (20-5) oo




podemos integra-la imediatamente, obtendo

%+2iy—x2+l+c,
ou seja
f(@,y)

Quest&o 4 [2,5 pts]
Calcule uma familia a um pardmetro de curvas planas definindo impli-
citamente solucdes da equacido n3o-separavel

1
2.3 / 3,,2
- _0

Solucao: Sejam

Observamos que
M, = N, = 3z2%y°,

de modo que a equacao é exata.

Existe F' tal que
or 5 3 1

9z Y T 1y )
OF 3 9
- 4
9y ="V (4)
Integrando (4) com realcao y:
w3y
F(z,y) = T+g(x) (5)

Derivando (5) com respeito a z e igualando a (3), obtemos

1
2,3 | 1N 2.3
z7y” +¢'(x) = 2%y T
Assim,
1
/ P P —
g(I)_ 1+$25



g(x) = —arctg(z),

3,3
x
F(z,y) = Ty — arctg(x).
As solucoes da equagao proposta sdo definidas implicitamente pela familia

de curvas plans

xT —arctg(x) =c




