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Calculo Il = AD1 (2014/1) Gabarito

Solugdo da 12 Questao

Considere a figura 1.1 abaixo, representando o mesmo grafico dado no enunciado

/\y
y=g®
R,
RZ

S5 3 F\ 3 4 7 ,
&/ T Ve [ & 131

4 RS

Figura 1.1

Denotemos por

A =area(R), A =area(R,), A =area(R;), A =area(R,), A =area(R,) ,
A =area(Ry) e A =area(R,) .

De acordo com os dados do enunciado, a figura naturalmente nos da que:

A=3,A=6A=1A=7,A=2,A=1eA=15

-5
a) Por definicdo |G(-5) = Ig(t) dt=0
-5

, como visto no caderno didatico, uma vez que os

extremos de integragdo sdo os mesmos, ambos iguaisa -5 e ¢ esta definidaem t =-5

Pela definicdo 2.2 do caderno didatico, tem-se:
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A1=—_Ig(t)dt , A= [gmdt, A=[g)dt, A=-[gtdt A=-[o®dt,
A=-[g®dte A =[gt)dt.

Calculo de G(-3):

-3
Por definigdo: G(-3) = jg(t) dt=—A =-3, istoé,|G(-3)=-3
5

Calculode G(0):

Novamente, usando a defini¢cdo , a proposicdo 2.2 do caderno didatico e (*), obtemos:

(0) = Ojg(t)dt!fg(t)du 0jg(t)olt =—A+A =-3+6=3.

Portanto

Calculode G(2):

GQ)= 1J.g(t)dt = i[g(t)dt+]'g(t)dt =G(0)+A =3+1=4.

Portanto
GQ)=4
Calculode G(3): procedendo como antes,

60~ [a)dt= [g@dt+ [gdt -G +(A)=4-7--3

Portanto

Calculode G(4):
G4 = [g)dt= [g(t)dt+ [g(t)dt=G(3) +(-A)=-3-2=-5

Portanto

Calculode G(7):
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G(7) = [g)dt= [g()dt+ [g(t)dt=G(4)+(-A)=-5-1=-6

Portanto

Calculo de G(13):
G(13) =lig(t)dt = 7jg(t)dtjtl_s[g(t)dt =G(7)+A, =-6+15=9

Portanto

(b) Pela primeira forma do T.F.C., segue que G'(X) =g(X) , paratodo X e (-5,13).
De acordo com o grafico, tem-se g(X) <0 nos intervalos (—5,-3), (1,4) e (4,7) e
g(x) >0, nosintervalos (-3,1) e (7,13).
A tabela abaixo apresenta o comportamento do sinal de G'(x) = g(X) e portanto dd a
informac3o sobre crescimento e decrescimento de G(X)

Intervalos | -5<x<-3| -3<x<«l l<x<4 4<x<7 7<x<13
G'(x)=9g(x — + — — +
G(x) N\ / N\ N\ /!

Assim, a funcdo G(X) é decrescente em [-5,—3]U[L 7] e é crescente em [-3,1]U[7,13]

(c) Pelo item anterior e o teste da derivada primeira, temos que X=—-3 e X =7 s3do pontos de

minimo locais e X =1 é ponto de maximo local.
Por outro lado, de (b) segue que G ¢é continua no intervalo fechado [-5,13]. Logo,

comparando os valores obtidos no item (a) , segue que X =13 é o ponto de méximo absoluto e

X =7 é ponto de minimo absoluto.

(d)

Para estudarmos os pontos de inflex3o e as mudancas de concavidade no grafico de G(X),
devemos estudar o sinal de G"(X) .

Como G'(x) =g(x) e g é derivavel no intervalo (=5,13), segue que G"(X)=g'(X).
Lembre-se que §'(X) representa a inclinagdo da reta tangente ao gréfico de g no ponto
P(X,9(x)) que, neste caso, é negativa nos intervalos em que ¢ é decrescente (vide figura

1.2), e positiva nos intervalos em que g é crescente (vide figura 1.3).
Assim, a tabela seguinte nos da o comportamento do sinal de G "(X) .
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Intervalos S<x<—4 | 4d<x<-1] -1l<x<2 2<x<4 4<x<5 5<x<10 | 10<x<13
9"(x) =1 - + - + - + -
Concavidade do M U N U N U N
graficode g
A tabela anterior nos diz que existe mudanca de concavidadeem x=—-4, x=-1, x=2,
Xx=4,x=5ex=10 e existe reta tangente nos pontos (—4,G(-4)), (-1,G(-1)),
(2,G(2)), (4,G(4)), (5,G(5)) e (10,G(10)),logo todos os pontos mencionados sdo
pontos de inflexdo e portanto as abscissas dos pontos de inflexdo ocorrem em X =—4,
x=-1,x=2,%x=4,x=5ex=10.
t
Figura 1.2
Y
V2 4 3 -
\ R /
\‘ E
Figura 1.3
(e) A tabela acima nos disse que o grafico de G tem concavidade para baixo em
(-5,-4)u(-1,2)u (4,5 v (10,13) e paracimaem (—4,-1) U (2,4) U (5,10). <
(f) Juntando os dados dos itens anteriores, podemos dar um esboco aproximado do grafico da _E
funcdo G . O esboco do grafico é dado na figura 1.4 a seguir: ﬁa
Fundacgdo CECIERJ
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y=0G(x)
P4
mAx pto. de E
- i 3 | mAax.
~ local inflexao - e
pto. de :
inflexdo pto. de !
inflexio :
3 45 T =
10 13 7
! = min. loca
inflexao ¢ absoluto
Figura 1.4

Observe que ndo nos é dada a expressao que define a fungdo g . A Unica informagdo que nos é dada
no enunciado sdo os valores das areas A,A,, A, A, A, A, e A,, o que nos permitiu calcular
apenas alguns dos valores de G(X) dados no item (a). Por exemplo, ndo sabemos se G(-1), G(2)
e G(10) sdo de fato positivos como indicados na figura 1.4. Entretanto o esbo¢o dado na figura é
uma aproximacdo para o grafico da funcdo G(X) respeitando as informacdes de crescimento e

concavidade que o grafico real deve possuir.

Solugdo da 22 Questao

Considere a figura abaixo , representando o mesmo grafico dado no enunciado

yl

N
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Denotando por

A =area(R), A =area(R,), A =area(R;), A =area(R,) e A =area(R,).

A figura naturalmente nos da que:

A>A>A>A>A>0. (*)

0
(a) Por definicdo |g(0) = If (t)dt =0| , como visto no caderno didatico, uma vez que os
0

extremos de integracdo s30 0s mesmos, ambos iguais a zero e f esta definidaem Xx=0.

Pela definicdo 2.2 do caderno didatico, tem-se:

Aizi[f(t)dt , Azz—]'f(t)dt, Aszfjff(t)dt, A4=—8jf(t)dt e Aszlj.f(t)dt.

Estimativa para g(2):

Por defini¢io: ¢(2) = If(t)dt:Ai>O:g(O), isto &, g(2)>g(0)=0‘

Estimativa para g(4):

Novamente, usando a defini¢cdo , a proposicdo 2.2 do caderno didatico e (*), obtemos:

g4 = [f@®)dt=[f@)dt+ [fO)dt=A+(-A)=A-A>0=0(0).
0 0 2 *

Por outro lado, A — A, <A =0(2) . Portanto

>0

9(2)>9(4)>9(0)=0] (1)

Estimativa para g(6):

9(6) = [f(®)dt=[f@O)dt+ [fEO)dt+ [fO)dt=A+(-A)+A=A-A+A,.

Agora, por um lado, tem-se

g6)=(A-A)+A>g(4).

g(4) >0
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Por outro lado, podemos reescrever a expressao e obter:

9(6)= A -(A-A)<9(2).

9(2) >0

Assim segue de (1) que vale:

19(2)>g(6)>9g(4)>g(0)=0| (2)

Estimativa para g(8): procedendo como antes,

g(8)=ij(t)dt=ij(t)dt+4jf(t)dt+?f(t)dt+8jf(t)dt:A&+(—Az)+A3+(—A4):A1—A2 +A-A,

Por um lado, reescrevendo a expressao, temos que
9@)=(A-A+A)-A <g(6)
9(6) >0

Por outro lado,

9@) =(A-A)+(A-

9(4) >

A)>9(4)-

Assim, segue de (2) que

9(2)>9(6)>g(8)>g(4)>g(0)=0| (3)

Estimativa para ¢(10):

g(10)=1i)[f(t)dt=z_[f(t)dt+‘]f(t)dt+E]f(t)dt+£]f(t)dt+l?[f(t)dt=
A+(A) A+ (A A=A A+ A=A +A

Por um lado

910)=(A-A+A-A)+A>g(8) .

9(8) >0

por outro,

9(10) =(A-A +A)-(A -A) <g(6)-

g(6) >0

Assim, segue de (3) que

Pégina7
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19(2)> g(6) > g(10) > g(8) > g(4) >g(0) =0|  (4)

(b) Pela primeira forma do T.F.C., segue que @'(x) = f(X) , paratodo xe[0,10].
De acordo com o grafico, tem-se f(X) >0 nos intervalos (0,2), (4,5) e (8,10) e
f(x) <0, nosintervalos (2,4) e (6,8).
A tabela abaixo apresenta o comportamento do sinal de g'(x) = f (X) e portanto dd a
informagdo sobre crescimento e decrescimento de g (X)

Intervalos O<x<2 2<x<4 4<Xx<6 6<x<8 8<x<10
9’09 = (9 ¥ - + - +
g(x) / Ny / Ny /!

Assim, a funcdo g(X) é crescente em (0,2) U (4,6) U (8,10) e é decrescente em
(2,4) U (6,8)

(c) Pelo item anterior e o teste da derivada primeira, temos que X = 2o X=6 g30 pontos de
maximo locaise X=4 ¢ X=8 30 pontos de minimo locais.
Por outro lado, de (b) segue que g é continua no intervalo fechado [0,10]. Logo segue ainda de
(4), no item( a), que X =2 é o ponto de maximo absoluto e X =0 ¢é o ponto de minimo absoluto.

(d)

Para estudarmos os pontos de inflexdo e as mudangas de concavidade no grafico de g(x),
devemos estudar o sinal de g "(X).
Como g'(x) = f(x) e f éderivavel nointervalo (0,9), segue que g"(x)= f'(x).
Lembre-se que f '(X) representa a inclinac3o da reta tangente ao grafico de f no ponto
P(x, (X)) que, neste caso, é positiva nos intervalos em que f é crescente (vide figura
2.2), e negativa nos intervalos em que f é decrescente (vide figura 2.3).
Assim, a tabela seguinte nos da o comportamento do sinal de g "(X) .

Intervalos O<x<l | 1<x<3 | 3<Xx<5 |5<x<7 | 7<x<9|9<x<10
g"(x) = f'(x) + - + - + -
Concavidade do U M U a) U e

graficode g

A tabela acima nos diz que existe mudanca de concavidadeem x=1, Xx=3, x=5, x=7 e
X =9 e existe reta tangente nos pontos (1, 9(1)), (3,9(3)),(5,9(5)), (7,9(7)), (9,9(9))
logo os pontos mencionados sdo pontos de inflexdo e portanto as abscissas dos pontos de
inflexdo ocorremem X=1, X=3, X=5, x=7e x=9.
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P O ———————
(98}
N
-~
~
™

1] 5 1/ 8 ? 5 X/ 9 4
\
\ : : /
\ 1/
Figura 2.2 Figura 2.3
(e) A tabela acima nos disse que o grafico de g tem concavidade para cima em
(0,2) U (3,5) U (7,9) e para baixo em (1,3) U (5,7) U (9,10) .
(f) Juntando os dados dos itens anteriores, podemos dar um esboc¢o aproximado do grafico da
funcdo g . O esbogo do grafico é dado na figura 2.4 a seguir:
A
Y X. \OC'A\
¢ absoluto '
ocal
SO KA e 6
gO)| i ENL L/ i gflexdo
AL RS A
Cit )| S S R SR R
PV /i ptos. de N i
g(4) |- /iptas:-de~4< - e o1 Hocal
ﬁ:ﬂ’lexﬁo | 1@0‘?&0 o R
1234&5678910 x
min. min.
absoluto local
Figura 2.4
Observe que ndo nos é dada a expressdo que define a fungdo f . A Unica informacdo que nos é dada
no enunciado é que A >A > A, > A, > A >0, o que nos permitiu comparar apenas alguns dos
valores de g(X) dados no item (a).
Solugdo da 32 Questdo
(a) O gréafico da funcdo f é exibido na figura 3.1 a seguir
@)
(3]
=
‘Bb
AT
(W)
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/\y
5 f(x)=2senx
7] DA
I\
-1 I X
-7 2 Iy,
% | T 31 n .
\ i 2
\ |
3 I
\ |
N |
. &
Figura 3.1

(b) Afuncgdo F(X)=-2c0SX tem como derivada

F'(x)=2senx = f(x).
Portanto, pelo TFC, temos que

4[ f(x)dx=F (3—”} F (—Zj - [_ZCOS(B_”D_(_ZCOS(_EB _
x 4 2 4 2
Lembre que A]‘ f(x)dx = (]‘ f(x)dx+ Ai[ f (x)dx

2014/1

—2.(—%]—(—2.0) =2

0
Como f(x) <0, para —% <x<0, I f (x) dx = -(area da regido R,), vide figura 3.2.

2

/\y
5 f(x)=2senx
Bl A2
-7 2 L "
% l T 3% 7 7X
\\ :Rl 2 4
| § |
% |
N\ |
Sl K
Figura 3.2

w

T

3 4
J& f(X)>0,para 0<x< Tﬂ Neste caso, .[ f (x) dx = area da regido R, .
0
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Substituindo os valores anteriores em (*) temos que

3z

4
j f (x)dx = —(area da regido R,) + drea da regido R, .

2
37
4

Portanto, I f (x)dx representa a diferenca entre a drea da regido R, e daregido R,.

T

2
(c) Aregido procurada é a regido R, da figura 3.2 anterior.

0
Como visto no item anterior, I f (x) dx = -(area da regido R,) (*)

V4

2
0

Mas, j f(x)dx=F()-F (—%) =(-2cos0) - (-2 cos(—%j =-21-(-2.0)=-2.

T

2

Comparando com (*), segue que
area daregido R =2.

Solugdo da 42 Questao

2
(a) A expressdo algébrica X% = y3 pode ser reescrita como uma fungdo de X naforma y = XA

3
ou como fungdo de Yy naforma X = yé e tem como grafico a figura 4.1

2=y3

Figura 4.1
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X+
A expressdo X—3Y +4 =0 pode ser escrita como fungdo de x na forma y =

de y como X=3y—4 etem o grafico mostrado na figura 4.2

2014/1

ou como funcdo

/\y
x-3y+4=0
/ > X
Figura 4.2
Sobrepondo os gréficos, obtemos a figura hachurada mostrada em 4.3
/\y
(8.4)
(-1,1) R
> X
Figura 4.3
Para obter os pontos de intersecao , precisamos resolver o sistema
ey ()
Xx-=3y+4=0
Verifica-se facilmente que X=-1 e y =1 é uma solug3o.
Isolando Y na segunda equagdo e elevando ao quadrado fica
X =9y* —24y +16.
Substituindo acima a primeira equagao de (*) tem-se:
y? —9y* +24y-16=0 (**)
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Como ja sabemos que Yy =1 é solugdo de (**), dividimos o polinbmio acima por Y —1 e obtém-se:

Yy —9y? +24y 16 =(y-1).(y —4)°.
Portanto, Y =4 ¢é a outra solugdo repetida do polinémio (**) e usando isso em (*) vemos que a

abscissa correspondente é X =8, como mostrado na figura 4.3.

(b) Como esta visto na figura 4.3, para expressar a area como uma integral em termos de X, ndo
é necessario fazer qualquer tipo de mudanga.
Neste caso:

% x+4

A(R) = j(T—x%)dx

-1

(c) Pararepresentarmos a area em termos de uma integral com relagdo a Yy, devemos dividir a
regiao da figura 4.3 em duas, como mostrado na figura 4.4

[oe], TR RIS S S S S

Figura 4.4

Neste caso:

A(R)=lj(y%— -y’ )dy+4j Y2 3y-4 dy

0

A(Ry) A(R;)
(d) Usando a expressdao mais simples obtida no item (b), tem-se:
8 2

A(R) = j(i;‘—x%)dx{%—gx%%xj

-1

27

10

-1
Solugao da 52 Questao
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a) Afigura 5.1 ilustra a regido considerada, com areta X =a que deve dividir a regidao em duas
partes iguais.

B

Figura 5.1

1 !
Denotando por A =area(R)) e A =area(R,) ,temosque A = j—zdx e A= _[—zdx
1 X a X

1 1
Uma vez que (——j =— ,segue do TFC que
X

X
a1 1 1 1 1 1 (1)“(1)(1)11
= |Sdx=|-=| === - |=1-= = | Sdx=|-=| =|-=|-|-=|==-= .
Aii[xz (xl a(lj aeAZsz X ), 4 a) a 4
1 11 2 5 8
Como queremos = ,devemoster l-—=———>=>—=—=|a=—
q A=A a a 4 a 4 5

1
Obs.: note que a drea abaixo do gréficode y=— paral<x<4¢
X

5 5 1) 3
A=””A2=[1‘§J+(§‘z)=z

b) As figuras 5.2 e 5.3 ilustram a regido considerada, com areta Y =b que deve dividir a

1 1
regido em duas partes iguais., em cada caso b < E eb> E , respectivamente.

Pagina 1 4‘
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AY gl 4
Y= 2
14-———- Rl
I o e e~~~ =t
&) _J_ ______ y:\b ,l/i(, R2 l <. x
X 1 l:fE 4
Figura 5.2 Figura 5.3

Notemos inicialmente que ndo pode ocorrer b < E :

1
Neste caso, a regido R2 esta contida no retangulo de base 4 e altura E

1 1 2
Portanto A, < 4E:Z=§ (*)

-|>|oo

Pelo item (a), a drea total da regido é A=

, 0 que contradiz (*).

N |-
-hloo
ooloo

1
Como queremos A = A, , deveriamos ter A, = E.A:
Portanto deve ser b >—.
16

) 1 3
Neste caso, como antes, basta calcular A ou A, eigualara E A= g para obter o valor procurado de b
N 1 N

A= i[x dx —b(\/_ 1)=[—§jl —b.(%—l)=1—2¢5+b

4 4

1 1 1 1
=b.(-=—1)+ dx =b.(-= —1)+(——j =vb-b+vb-==2¢b-b-=
Aebigte [atebipael 5 ‘ :

3
Igualando qualquer um deles (digamos A) a g, fica:

1—2J5+b=§:>b—2\/6+5=0

Fazendo U= J_:>u =D, a equagdo acima fica
2+,’4——
u —2u+——0:u —1+\f

1 1 3
Como queremos B<b<1 , etemos queb=u2, devemos ter Z<u <1. Logo deve ser u:l—\/; .
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2
b=u®= 1—ﬁ =1+§—2. §:» p=il_ 3
8 8 8 8 \2
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