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AP3- CALCULO II- 2011/2 Gabarito
1° Questdo (3,5 pontos) Considere a regido R, do primeiro quadrante, limitada pelas retas
y=2, x=2,eografico de y:x2+2.

(a) (0,5 ponto) Esboce R. A regido é mostrada a seguir
N
Yy

o 2 e

Figura 1
(b) Calcule a dreade R.

2 2 372
A(R)=j [(x2+2)—2]dx=_[ xzdx=%} =§ unidades de area.

0 0 0

(c) Expresse, mas nao calcule, o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido R em torno do
eixo Ox, usando o método:

(i) dos discos circulares

Neste caso o raio do disco tipico ou arruela é perpendicular ao eixo X e a integragdo sera feita em relagdo a

X. O raio maior ¢ R(x)=x>+2e0<x<2. 0 raio menor é r(x)=2 e 0<x<2. Na Figura 2,
mostramos a regido, o eixo de rotagao e os raios indicados.

b
Aférmula a ser utilizadaé V' = ﬂ'j [(R()C))2 - (r(x))z]dx. Assim

v=7zf [(x2+2)2—(2)2]dx.

0
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(ii) das cascas cilindricas
Note que a regido dada pode ser expressa como R={(x,y)e R*\ 2<y<6, . y—-2<x<2}

Desenhamos a Figura 3 mostrando a regido R e o eixo de rotac3o (o eixo Xx). Identificamos na regido R

a fungdo altura da casca tipica h(y) e o raio médio da casca tipica ;(y) onde h(y)=2—«/y—2 e

d
;(y)zy para 2< y<6. 0 volume é dado pela férmula V=27Z'I ;(y) h(y) dy . Assim, o volume
s Cc
é dado por V=27Z'J. y(2—yy-2)dy.
2

2% Questido (3,0 pontos) Calcule as seguintes integrais:

T
+o0 4
(a) (1,5 ponto) I x e *dx (b) (1,5 ponto) Itg4xdx
0 0
Solugdo
+oo t
(a) J. x e*dx=1im | x e *dx

0

t
Para calcular _[x e dXx usaremos a férmula de integracao por partes para integrais

0
b

b
definidas I udv=uv]i —I vdu

. u==x N dbt:dx
aca
¢ dv=e"dx V= Ie"‘ dx=—e"

t t

- - t —_ - -
I xe ‘dx=—xe x]o—j—e “dx=—te” —e " +1
0 0
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“+oo

Logo j x e*dx=lim(~te” —e™ +1)
t—>+oo
0
L'H
) 1 T R |
Por outro lado lime™ =lim— =0, analogamente limze"' =lim— = lim— =0
t—00 100 o t—00 1= o 100 o
o0
Portanto I x e*dx=1.
0

(b) Vamos calcular a integral indefinida

th“x dx = Itgzxtgzx dx = J.tgzx(seczx—l) dx = J.tgzxseczx dx—J.tgzx dx

u=tgx
du=giczx tg3x 5 tg3x
= —j(sec x=l)dr=—-S=—tg x+x+C
Logo
z V4
1 ; z
ftg4xclx=tg—x—tg xx| =2tg T —tg £+z:1_1+£=(£‘2j_
3 3 , 3 4 4 4 3 4 4 3

3% Questdo (1,0 ponto) Usando apenas critérios de convergéncia, determine a convergéncia ou

oo
dx
divergéncia da seguinte integral imprdpria: J.

5 Yx(x-1)°

Solugdo. Observe que a integral dada é uma integral impropria sobre o intervalo ilimitado [2,+c0).

1
Podemos usar o critério do limite do quociente. Note que para xe&|[2,+o0), X)=——=>0¢
q que p [ ), f(x) oD

1 1
gx)= %/? = > (0. Poroutro lado
_
3/ _1 3.2
lim & = lim M = lim -2~ = |lim L =1€ (0,+c0). Entdo as integrais improprias
X—>+oo g(x) X—>+oo 1 X—>+oo SIX(X_D 3| x—+oo _l

%/_2

x x
dx , ,
~7= comportam-se da mesma maneira, ou seja, ambas convergem ou ambas
«3/x(x 5 X

dlvergem. Por outro lado, sabemos do primeiro exemplo referencial da semana 11 do caderno da

coordenagdo [ou também pelo exemplo 27.2 do modulo 2], que
o0

“ J —dx com a>0 converge se r>1 e diverge se r<1.”Assim, neste caso a=2>0 e
X
a

também diverge.

~+o0
dx
r= 2/3 <1, logo j S diverge. Portanto
3 U

o0
J‘ dx
> Jx(x—=1)
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1
0 aluno poderia observar também que para x € [2,+c0), tem-se x(x—1) < x* = >
Jx(x—=1) 3Yx?

o critério de comparacdo.

42 Questao (2,5 pontos)

d
(a) (1,0 ponto) Calcule a solugdo geral da equagao: d_y+ y X% =x?
x
—
(b) (1,5 ponto) Resolva o problema de valor inicial x2(1+x)
y=-1
Solugao
- dy 2_ 2. _ 2 _ 2 .
(a) A equagdo diferencial d_+ yx~ =x"¢élinear, com p(x)=x"e g(x)=x".Podemos utilizar a
X
formula para a solugdo geral ou podemos trabalhar por etapas, onde ndo é necessario decorar a
formula:
3

Observe que.[ p(x)dxz.[ xzdxzx?.

p(x)dx _

Assim, o fator integrante é (x)= eI e Logo

x3/3
ex3/3ﬂ+ex3/3 x2y= ex3/3 X2 :i(ex3/3yj= ex3/3 X2 :>ex3/3y = jex3/3 x2dx+C
dx dx
3
;;(ex /3 yj

3 3 3
Istoé e~ /3y =e /3 +C = y= 1+Ce™™ /3 é a solugdo geral da equacao diferencial dada.

1
segue que y :J‘ ——dx

(b) Dadaaequagdo y = >
x“(1+x)

(14 x)

Como o integrando é uma funcdo racional utilizaremos o método de fra¢es parciais:
1l _A, B C _ Ax(x+1)+ B(1+ x) + Cx>

Al+x) x x? I+ X2(1+x)

Assim, igualando os numeradores, fica 1:(A+C)x2+(A+B)x+B, de onde B=1. Como

A+B=0= A=-1. Analogamente como A+C=0=C=1.
Logo

-1
y(x):j 2;dxz (—l+i2+L)dx:—ln|x|+x—+ln|1+x|+C
x“(1+x) x xt 1+x -1

Tendo em vista a condigdo inicial y(1) =—1, resulta que

y(l):—lnI1I—1+lnI1+1I+C:—1+ln2+C:—1 =(C=-In2
%f—‘o 1
Também da condic3o inicial, podemos afirmar que x >0.

Portanto y :—lnx—l+ln(1+x)—ln2 :ln(lg—xj—l , onde x>0 é a solugdo do PVI dado.
X X X
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