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Questao 1: [2,5 pontos|

a) Resolva o PVI
dy T

dr~ z2+ 16

b) Calcule a area do circulo de centro no ponto (2,2) e raio = 1.

y(3) = 6.

Solugoes:
a) Por integragdo direta, a solucdo geral da equagéo é

® u
— — /22
y(x)—/ 16 du =+z2+16 +c.

Impondo a condigdo inicial, calculamos imediatamente ¢ = 1,
A solugao do problema de valor inicial dado é y(z) = V22 + 16 + 1.

b) Usando nossos conhecimentos de Geometria Analitica, obtemos
(-2 +@y-27%=1

Tirando o valor de y em fungéo de z, temos as fungoes

y=244/1—(z—2)2, 2<z<3

Como areas sdo invariantes por translacoes, a area do circulo é (verifique!)

Area = 4></‘3‘/1—(m—2)2dx
2
4></‘3\/1—(ac—2)2 dz

2
4></‘3‘/1—(m—2)2 dz
2

Para calcular a integral, podemos usar a mudanga de variaveis

z—2=sen 6 (1)
dai entao
r = 2+4+sené (2)
dr = cos6db (3)
e
r=2 = senf=0 (i.é 60=0) (4)
r=3 = senf=1 (1é 0=m/2) (5)

substituindo (2), (3), (4) e (5) na integral f23 v/1—(z —2)2 dz, obtemos

3 /2
/ /1= (z—-2)2 dx= V1 —sen2?0 cos 6 d 0,
2 0
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/2 /2
/ cos2€d€:/ (M) 0 =47 — 1
0 0 2 4

Questao 2: [2,5 pontos|

a) Determine todas as solugdes da equagdondo-linear

— =2z\/y—1-

dzx

1.é, obtenha uma formula, envolvendo um parametro arbitrario, para as solugoes.

b) ATENCAQ!! A equacio possui uma solugio da forma y= constante. Calcule-a.
¢) Além da solugdo constante, existem outras solugdes, além das que sdo dadas pela féormula
do item (a)?
Solugao:
a) Suponhamos que y > 1. Dividindo ambos os membros da equagao por \/y — 1 obtemos a
equagao separada

dy

y—1

=2z dz,

a qual, depois de integrada, fornece

mz“)g (6)

y(:v)=1+( 5

b) Seja K tal que y = K é solugdo. Entdo, substituindo y = K na equagdo, obtemos
0 = 22k — 1. Portanto K = 1, e podemos constatar que y(z) = 1 é - de fato - uma solugao
da equac@o. E repare que esta solugdo nao é obtida da expressdo (6) atribuindo um valor a
constante c.

Entdo y(z) = 1 é uma outra solu¢do, que ndo pode ser deduzida da expressdo da “solucdo
geral” (6).

¢) Mais ainda: para todo valor ¢ > 0, a solugdo (6) satisfaz a condigdo y(x) > 1 para todo
x > 0. Obviamente, quando ¢ = 0, a expressdo (6) nos da y(z) = 1 + x2/4. Observe que no
ponto z = 0 ndo acontece y(z) > 1, que era nossa hiopotese inicial. Mesmo assim, a fungéo
y(x) = 1 + 22 /4 satisfaz a equacgio em todos os pontos (verifique!).

Moral da histéria: a formula da “solugdo geral” nem sempre permite obter todas as solugoes
da equacdo !

Questao 3 [2,5 pontos|

Calcule a solugao geral de cada uma das equagoes abaixo:

1. ¥y =ycotgz; y>0, 0<z<m/2 3. 2zyy +x =92 x>0,y >0;
,_ Tty , 4 = 1T3TZ8Y o
2.y = s x>0, y>0; Y itz+y Y
Solugoes:

1Este fato ndo acontece com as equacédes diferenciais lineares, conforme vocé podera cons-
tatar posteriormente .
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1) Temos
, y  cosz
Yy =ycotgr <+ — =
y  senz
<~ Iny=Ilnz+k
<~ Iny=lInczx
<~ y=cz, x#0.
2)
Tty r_ Yy
v=— = V=) )
— v+av =—(1+v), (v =y/x) (8)
1 dv 1
= —=—= 9)
1+2v dzx T
1
= 3 In(l+2v) = —lnz+ k =lIn(k/z) (10)
y k
PR 1+2(—)=—. (11)
x x

A equagdo (11) define implicitamente as solugdes da equagao diferencial proposta.

3) Temos
/ 2 ro L !
ey y' +rx=y <= yY+-y =y (12)
2 2x
L1 1, :
= Y- —y=—Zy (Bernoulli) (13)
2x 2
’ 1 2
= F-—z=-1  (z=9°) (14)
T
e S/ de [ef—u/mdw(_l) d:c—f—c] (15)
1
— z:gg(/—dm—i—c):xln—i-cm (16)
x
— y:[mlnm—i—cw}lﬂ. 17)
4)
, 1—-3z-3y ,_1=-3(+y)
Y e sty YT 0¥ @ry)
Fazendo a mudanca [u = = + y; u =1+y'; y =u' —1]
1-3
= 4 -1= “ (18)
14+u
1—3u 2—2u
I = 1= 19
vEara T 1+u (49
2 du
s 1) &y (20)
1—u dx
<~ —u—-2ln(l—u)=2z+c (21)
= u+n(l-u)?=-2z+c (22)
= (+y)+in(l-z—y’+2z=c (23)
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Questao 4 [2,5 pontos]

a)Calcule a solucdo p(t) do PVI

dp P
@__.P
dt v
p(0) = po

(7, v, e po sdo constantes positivas).

b) Mostre que a solucéo p(t) do item anterior tende a zero quando t — oco.

d
¢) Mostre agora que a solugao p(t) do problema d—f —k—r P p(0) = po tende a vk/r quando
v
t — oo.
( k,r, v, e po s@o constantes positivas ).
Solugdes: a)
d d
a = —r p = @ = I dt
dt v p v
r
— Inp(t)=——t+K
v

=
=
I
B
b
!
~
<
N

Usando agora a condigao inicial, temos
p(0) —po <= k= po

e a solugao do PVI é
p(t) =po efr'/vt'
b) A partir da solucdo do item (a), calculamos

lim p(t) = lim poe "/"* =0
t—o0 t—oo

¢) Temos agora

que é uma equagao diferencial linear de primeira ordem nao-homogénea.
r ) kv
—+-p= — p(t)=ce /U4
dt v r
Dai
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