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Nome: Matricula:

Polo: Data:

Atencao!

e Identifique a Prova, colocando Nome, Matricula, e O desenvolvimento das questdes pode ser a ldpis. No entanto,
Polo e Data; as respostas deverdo estar necessariamente a caneta;

oE expressamente proibido o uso de calculadoras; e E expressamente proibido o uso de corretivo nas respostas.

e Devolver a prova e a folha de respostas ao res-
ponsavel;

Questao 1 [2,5 pontos]
Determine as equagdes paramétrica e cartesiana da reta que passa pelos pontos (—1,2) e (5, 3).
Solucao.

Como a reta passa pelos pontos (—1,2) e (5, 3), sua dire¢do poder ser dada pelo vetor de origem no
primeiro e extremidade no segundo destes pontos,

T =(5-(-1),3-2)=(6,1).

Uma parametrizagdo da reta pode ent3o ser obtida com “inicio”em (—1,2), tendo v = (6,1) como
direcdo. Assim,

(z,y) = (—1,2)+t- 0 = (=1,2) +t-(6,1),t € R,

ou, equivalentemente,

{x:—1+6t teR

y=2+1
Observacao: Poderiamos ter obtido vérias outras parametrizacdes corretas. A origem e a extremi-

dade do vetor direcdo, por exemplo, poderiam ter sido invertidas, nos dando o vetor (—6, —1). Além
disso, poderiamos ter escolhido o “inicio"da parametrizagdo em (5, 3).

Para obtermos uma equacao cartesiana, podemos trabalhar com a equacao paramétrica de varias
formas. Por exemplo, podemos isolar o ¢ nas duas equacoes,

_ _ =z 1
r=—1+6t¢ PN t—g-i—g
y=2+t t=y—2 "7

e igualar,

+-=y—-22x+1=0y—-12 2 —-06y+ 13 =0.
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Questdo 2 [2,5 pontos]

Dados A = (1,2) e C' = (3,5),

(1) Determine B = (x,0) e D = (0,y) tais que AD = BC.

(2) Determine os vértices de um paralelogramo qualquer que possua centro (ponto médio das di-

agonais) em (2,3), um vértice sobre o eixo x, um sobre o eixo y e os outros dois no primeiro
quadrante (isto €, suas coordenadas x e y sdo positivas).

Atencao: Além de exibir o paralelogramo pedido, é necessério justificar que é, de fato, um
paralelogramo.

Solugo.

(1) Queremos AD = BC', mas
AD = (0—1,y—2) = (~1,y —2)
BC=(3-—25-0)=(3—u15),

assim,

(_17y - 2) = (3 - x75)7
que implica

—1=3—-2 e y—2=35,
logo,

r=4ey=".
Assim, B = (4,0) , D =(0,7)

(2)

Com os pontos A, B, C, D do item anterior, temos um paralelogramo cujo centro é o ponto (2,7/2)
(ponto médio de A e (). Cum uma pequena adaptagdo, porém, podemos construir o paralelogramo
desejado. Considere, por exemplo, C' = (3,4) e D' = (0,6) . Observe, intuitivamente, que
ABC'D’" é um étimo candidato a paralelogramo, pois apenas “deslocamos” o lado C'D para C'D’,
mantendo-o paralelo e congruente a AB; mas como intui¢do ndo prova, vejamos por que ele satisfaz
ao que se pede:

e O vértice B esta sobre o eixo x, o vértice D’ esta sobre o eixo 1, e os outros dois vértice, A e
D' est3ao no primeiro quadrante.
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e ABC'D' é, de fato, um paralelogramo, pois
— —
AC =(3-1,4-2)=(2.2) e AB+AD = (4—1,0—2) + (=1,6 — 2) = (2,2).

— —
Com isso AC" = 1@ + AD', provando que ABC’D’ é um paralelogramo. (veja observagdo
da pégina 21 do Médulo).

QOutra forma de provar é observar que o ponto médio da diagonal AC’ é dado por
M= ((1+3)/2,(2+4)/2) = (2,3),

e o da diagonal BD' é
N=((440)/2,(0+6)/2) = (2,3).

Como estes pontos médios M e N coincidem, temos um paralelogramo.

Um terceiro possivel caminho (o mais simples de todos!), é ver que, pelo item anterior,

- 54 . . o -
AD' = BC’. Assim, dois lados opostos do quadrildtero ABC’D’ sdo paralelos e congruentes,
logo ABC"D’ é um paralelogramo.

e O centro do paralelogramo ABC'D’ é o ponto médio de A e (', dado por
(1+3)/2,(2+4)/2) = (2,3).

Questao 3 [2,5 pontos]

Considerando a reta r : x 4+ 2y = 0, determine:

1. A equagdo da reta s;, paralela a r, e que passa pelo ponto (0,¢). (Obs.: vocé deverd obter
uma resposta em funcdo de t).

2. A reta paralela a r cuja intersecdo com o circulo
22 4+ y* + 40z + 128y = 2304

contém o ponto (0, 16).

Solucao.
(1) Escrevendo r : x +2y =0 & y = —%x, uma reta s; sera paralela a r se, e somente se, tiver
o mesmo coeficiente angular . Com isso, s; : y = —%a: +n, onde n € R . Para obter o que o

enunciado pede, precisamos agora calcular n em funcdo de ¢.
Como a reta s; passa por (0,1), este ponto satisfaz a equagdo de s;. Assim,
1
l=——-0+n..n=t.
2
Desta forma, a equacao da reta s; é

S¢ 1Yy = —gT+t,
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que (embora seja desnecessério) pode ainda ser escrita

sgrx+2y—2t=0.

(2) Vocé n3o deve se assustar com o circulo apresentado! Pense com cuidado: a interse¢do da reta
procurada, que chamaremos de s, com o circulo dado contém o ponto (0, 16), o que significa que
a reta s passa pelo ponto (0,16) . SO este fato ja é suficiente, ndo nos importa saber quem é o
circulo, nem mesmo se ha outro ponto na intersecao dele com s.

Como s € paralela a r, sua equacao serd, pelo item anterior, da forma s, : y = —%x—i—t, com t = 16.
Assim,

1
s:y—§x—|—16,'_s:$+2y—32:0.

Questao 4 [2,5 pontos]

Determine a(s) equacio(des) do(s) circulo(s) de raio 2v/2 tangente(s) a reta r : . —y = 0, e que
passam pelo ponto (1,1).

Solucao.

Primeiramente, observamos que o ponto (1,1) pertence a reta r, pois 1 — 1 = 0. Logo, como os
circulos procurados sdo tangentes a r e passam por (1, 1), o ponto de tangéncia serd exatamente o
(1,1) (veja figura abaixo). Note ainda que serdo duas possibilidades para o circulo, um "abaixo" e
outro "acima”da reta.

Sabemos que o raio do circulo que possui extremidade no ponto de tangéncia é perpendicular a
tangente, assim, o centro dos circulos esta sobre a reta s, perpendicular a r e passando por (1,1).

Vamos agora obter esta reta s.

Como s é perpendicular a 7, sua direcdo é dad por um vetor normal a r. Pelos coeficientes de z e
y em 7, sabemos que o vetor (1,—1) é normal a r : z —y = 0 [a reta de equagdo ax + by + c =0
admite (a,b) como um vetor normal]. Além disso, (1,1) € s, logo, pode ser escrita

s:{$:1+1.zf ,teR.

y=1—-1-¢
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Como o centro do circulo estd sobre s, serd dado por (1 +1-¢,1—1-¢t)=(1+4+¢1—1), e como a
distancia desse centro a (1, 1) é um raio, serd igual a 2v/2. Assim,

W2 =d((1+t,1—1),(1,1) =~+/((1+t) =124+ ((1—t) —1)2 = V22 = V2t

logo,
t=+2,

Atencao: E errado dizer que va? = a!ll Se a = —1, por exemplo, isso é falso. O correto é

Va2 =|al.

que nos dard duas possibilidades de centro,

Cr=(1+21-2)=(3-1), Co=(1+(-2),1—(-2)) = (~1,3).

Observacao: O centro pode ser encontrado trabalhando-se com a equag3do cartesiana de s, que serd
r+y—2=0.

Logo, as equacdes dos circulos serao

(x—=3)*+ (y — (1))
(z— (1)) +@y-3°=2V2)? e (z+1)*+(y—3)?2=
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