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12 Questao

Solucao:
. . . 2 .2
a) Note que o denominador possui uma expressdo da forma a°—U°, coma=1 e U=X, o que
sugere aplicar uma mudanca de varidveis via método de substituicdo trigonométrica usando a
fungdo seno (ou cosseno), como mostra o tridangulo associado da figura 1.1 a seguir

Figura 1.1

cosd =+1-x* =>1-x?>=cos’* @
Assim X=senfd = dx=cosfdé. E ainda: X 1 (*)
tgod = e secd =
1-x° 1-x?

*)

G sen®d.cos @ 1-cos® 0

dx= [——2df= |————=
J‘1—x2 -[ cos’ o -[ cos 6

=In|secd+tgd|—-send+C

do = _[(sec@—cos@)d@ =

Voltando para a variavel original:

X? X+1
dx =1In -x+C
I 1-x° V1-x?

b) Iniciemos calculando a primitiva. Para isso, comecemos fazendo a substitui¢do simples

u=sent = du=costdt.

Assim ficamos com
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cost du
J

_ 1
(1+sen?t)®? J‘(1+u2)5/2 W

Note que o denominador possui uma expressao da forma a’ +u2, com a=1, o que sugere aplicar uma
mudanga de varidveis via método de substituicdo trigonométrica usando a func¢do tangente (ou
cotangente), como mostra o triangulo associado da figura 1.2 a seguir

secd =+/1+u® = 1+u’ = sec’d

Assim U=tg & => du =sec’0dé. E ainda: |cos@ = e send = (2)

1 u
VJ1+u? V1+u?

Substituindo em (1), fica

2
_f cost =_[ a - .[ sec 6do _ jsec‘30d9= jcos39d9=
(1+sen?t)®? @+u?)®?  J(sec?9)? "
3
3
= J.coszecosed9= j(l—senz9)cos¢9d0=sen9—sen 9.c.
Precisamos agora voltar para a varidvel original.
Por (2), obtemos senf@ = ﬂ .
V1+sen’t
Logo
J' cost ___sent 1 sen’t .
(L+sen?t)®? (L+sen’t)”” 3 (L+sen’t)™?

Para o calculo da integral definida dada no enunciado, basta agora aplicar o TFC:
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ZJ» cost [ sent 1 sen’t P11 5
3 (L+sen?t)°'2 (L+sen’t)’? 3(L+sen’t)™ | V2 642 642
22 Questao

(x+2)
Ixe+x+1

Notemos que, como estamos interessados na integral no intervalo X € [1,4+%), em particular x>0, e

f (x)dX, onde f(x)=

a) Queremos estudar a convergéncia de

+

assim podemos reescrever

(x+1)" xiO [x(1+)1()ja ) x“(1+)1(ja 1 (1+)1(ja

3[ 6 B N .
P rx+1 i/x6(1+15+16j xzi/(1+15+16J 3(1+15+16J
X X X X X X

Sendo g(x) = 2a,temos que
1 o
14—
f(0 _ (U)
g(x) 1 1
3 1+F+F
assim

1+
= lim _1>0.

x—>+oo X X—>+0
g( ) / 1+i 1

De acordo com o critério do limite do quociente, no que diz respelto a convergeéncia, as integrais imprdprias
+00

J f(x)dx e J. g(x)dx comportam-se da mesma forma.

><\|—\

Agora

~+00

jg(x)dx— le_a dx.
i

+00
De acordo com os exemplos de referéncia vistos nas aulas, a integral imprdpria Jﬁdx é convergente
1

+00

+00
1
se, e somente se, p >1. Portanto I g(x)dx = Iz—adX convergese 2—a >1 < .
X2
1 1
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T (x+D-

Assim, I—
7 Ax®+x+1

dX é convergente se, e somente se, a <1.

b) Por defini¢do, para um valor de $ >0 fixado, tem-se:

+00 T
I e‘Stcosatdt:TIim je‘“cosatdt (*)
0

Calculemos, paraum valorde T >0 fixado, a integral definida em (*).
Inicialmente, obtenhamos a primitiva

j e 'cosatdt.

Usando integracdo por partes, fagamos

_senat
a

- az0 | du = —se~*'dt
u=¢ =
dv = cos ot dt v

Assim

dt g €N at

_ _y Senat _« Senat
J.es‘cosatdt:e“ —I —se™
(04 (04

S
+—je‘5‘senatdt (**)
o o

—_—
) (U]

Usando integracdo por partes novamente, agora em (ll), fagcamos:

. du = —se™*dt
= —cosat
{dv:senatdt Vs ——
o
a integral (l1) fica
cosat cos at cosat s
I etsenatdt = e o j st B G- g IR > I e ¥ cosatdt.
o (94 (94 o

%/—/
()

Substituindo em (**), fica:

. senat s| _.cosat S  _
T Ty —e “———Ie *cosat dt
(04 (04 (04 (04

—_— —_—
) (1

_[ e 'cosatdt=e
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asenat s s [ -
o -—e™* cosat——zje " cosat dt
a

a a

| S — | —
M M

= j e tcosatdt=e

Isolando no lado esquerdo os termos comuns contendo a integral (1), fica:

2
> - g Senat s .Senat  scosat
(1+_2) J‘ e st COSO(tdt=e St——_ze st cosat =e St[ _ > ]
o a o o .

—_———
n
e—st
——[asenat —scosat]

2

= j e cosatdt =
s’ +a

| S
M

Assim, usando o TFC, a integral definida em (*) fica

st t=T

T
e

j e cosatdt = ———[asenat—scosat] =

0

$*+a o
—_—
(1)
e—sT e—sO e—sT S
——lasenaT —scosaT |- ———[asen(a.0) —scos(a.0)] = ——[asenaT —scosal |+ ——
$*+a " +a $*+a s +a

Enfim, substituindo em (*), fica

+00
. 1

j e cosatdt= lim ﬁ[ﬁe‘“ (asenaT —SCOSO{T)]=

0

To+0 8% 4 (¢
! e’ T T
———€ " (asenaT —scosaT)
Como $ >0, temos que lim (-sT)=—-wo= lime™ =0.
T—>+w T >+

Como, para S$>0 fixado, a fungdo Y(t)=asenat—s.cosat é limitada ( mais precisamente

|y(t)|<a+s, paratodo t € R), segue que T|im [e_ST (asenaT —scos aT)] =0 e portanto

+00 S
I e cosatdt=——.
g s +a

32 Questdo

Solucao:

Pagina 5

Fundagdo CECIERJ Consércio CEDERJ



Célculo Il AD2 — Gabarito 2013/2

a) Fazendo
u=e* = du=e*dx,temos

2Xx

e B u _ u
ool feyaa®

Usando o método das fragGes parciais, precisamos fazer a decomposicdo do integrando

u _A . B _C D
U+D*U+2°* u+l U+D? u+2 (U+2)°

= AU+1)(u+2)*+Bu+2)*+C(u+1)*(u+2)+DUu+1*=u
(A+C)u®+(5A+B+4C +D)u®* +(8A+4B +5C +2D)u+(4A+4B+2C+D) =u

Assim, comparando os polinémios, devemos ter

A+C=0
5A+B+4C+D=0
8A+4B+5C+2D =1
4A+4B+2C+D=0

cea |A+B+D=0 @
= 43A+4B+2D =1 (2)
2A+4B+D=0 (3)

O+3)-(2)
A+D=1
= B=-1= =|A=3|e|D=-2|=|C=-3
=1~y 007, ~B=3eD=2-[=
Portanto
u 3 1 3 2

(U+2)2(u+2)? - u+l (U+D? u+2 (U+2)?

u 3 1 3 2
:>J' 2 sz: - 2 - 2 =
U+1D?u+2) u+l (U+1)®> u+2 (U+2)
3nfusl)+—t —3injus2|+—2 +coam[P L, 2 ¢
u+l u+2 |u+2 u+l u+2

De volta a varidvel original (U=¢€"):

2X X
I - € ~dX =3In e+, L, 2,
(e* +3e*+2) e +2) e +1 e +2

x* +6x3 +10%° + X

b) Note >
X°+6x+10

nao é uma fragao prépria. Efetuando a divisdo de polindmios, obtemos
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et +103 +x | X2 +6x+10
—x* -6 -10:3 %2

Resto  x

Assim  X* 46X +10x* + X = X*(X* +6x +10) + X e portanto

x“+6x3+10x2+x_xz(x2+6x+10)+x_x2 X
X% +6x+10 x? +6x+10 X2 +6x+10

Completando o quadrado no denominador da ultima fracdo , temos que
X2 +6x+10=X*+6X+9+1=(x+3)*+1.

Portanto, podemos reescrever a integral da forma

4 3 2 3
J~x +t;)x +10X" +x o X2++ dx:X—+J‘;2dx *)
X +6x+10 (x+3)°+1 3 (x+3)°+1
—_

)

Cdlculo da integral (**):

Faca U=X+3= du=dXx.Entdo

—j —j u du—j du = 1Q—Sarctgu—
(x+3) +1 u®+1 u®+1 u®+1
%/_/

v=u?+1
dv=2udu

(%) = J'

%In |v|—3arctg u =%In |u?+1|-3arctg u :%In | (x+3)* +1| -3arctg(x +3)

Assim, substituindo em (*), tem-se:

3

4 3 2
[P X g I(x%—xz JO'X:X_+1'nI(x+3)2+1|—3arctg(x+3)+C
X< +6x+10 (x+3)"+1 3 2

3

3
= %+%In(x2 +6x+10) —3arctg(x+3)+C = X?+ Inv'x? +6x+10 —3arctg(x+3) +C .

4 3 2 3
- J‘X +2X +10x X dx =X 4 In/x? +6x+10 —3arctg(x+3) + C
X© +6x+10 3
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