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Calculo Il = AD1 (2012/1) — Gabarito

Solugao da 12 Questao

Considere a figura 1.1 abaixo, representando o mesmo grafico dado no enunciado

Figura 1.1

Denotemos por

A =area(R), A =area(R,), A =area(R,), A =area(R,), A =area(R;) e A, =area(R;) .

De acordo com os dados do enunciado, a figura naturalmente nos da que:

A=A>A=A>A=A>0 (4

0
a) Por definicdo |G(0) = _[g(t) dt =0| , como visto no caderno didético, uma vez que os extremos de
0

integragdo sdo os mesmos, ambos iguais a zero e ¢ esta definidaem t=0.

Pela defini¢ao 2.2 do caderno didatico, tem-se:

A=—jg(t)dt,&=?g(t)dt, Asz—Tg(t)dt, A= fo@at Asz—ljg(t)dt e A6=1Jg(t)dt.

Estimativa para G(2):

Por definigo: G(2) = }g(t) dt=—A <0=G(0), isto é,|G(2)=—-A <G(0)=0
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Estimativa para G(4):

Novamente, usando a defini¢cdo, a proposicado 2.2 do caderno didatico e (*), obtemos:

G(4) = [g)dt=[gt)dt+ [gt)dt=—A + A, = A~ A =0=G(0).
0 0 2 *)

Portanto

G(2)<G(0)=G(4)=0| (1)

Estimativa para G(6):

G(6) = [g()dt = [g(t)dt+ [g(t)dt =G(4) +(-A,) =0- A, =-A,.

Agora, por um lado, multiplicando as desigualdades em (*) por (-1),segue que

A =—A, <A =—A <—A =—A <0 (+
Portanto

1G(2)<G(6) <0=G(0)=G(4)| (2
Estimativa para G(8): procedendo como antes,

=0

G(8) = 8jg(t)dt = 6jg(t)dt+ Bj‘g(t)dt =G(6)+A, =—A,+A,
0 0 6 *)

Portanto

1G(2) <G(6) <0=G(0) =G(4) =G(8)| (3)

Estimativa para G(10):

G@0) = [g(tydt= [g()dt+ [g(t)dt =G(&) +(~A)=0-A =—A,

Portanto, por (**), segue que

1G(2) <G(6) <G(10) <0=G(0)=G(4) =G(8)| (4

Estimativa para G(12) :

G(12) = [g(t)dt= [gt)dt+ [g(t)dt=—A + A =0
0 0 10 *
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Portanto

1G(2) <G(6) <G(10) <0=G(0) =G(4) =G(8) =G(12)|  (5)

(b) Pela primeira forma do T.F.C., segue que G'(x) = g(X) , paratodo X €[0,12].
De acordo com o gréfico, tem-se g(X) >0 nos intervalos (2,4), (6,8) e (10,12) e g(x) <0,
nos intervalos (0,2) , (4,6) e (8,10).
A tabela abaixo apresenta o comportamento do sinal de G '(X) = g(X) e portanto da a informag&o

sobre crescimento e decrescimento de G(X)

Intervalos O<x<2 2<x<4 4<x<6 6<x<8 8<x<10 | 10<x<12
G'(0=9(x) - T - n - "
G(x) N\ /! N\ / Ny /

Assim, a funcdo G(X) é crescente em (2,4) U (6,8) U (10,12) e é decrescente em
(0,2)u (4,6) U (8,10) .

(c) Pelo item anterior e o teste da derivada primeira, temos que X =4 e X=8 s3o pontos de maximo
locaise X=2, X=6 e X=10 s3o pontos de minimo locais.
Por outro lado, de (b) segue que G ¢é continua no intervalo fechado [0,12]. Logo segue ainda de (5), no

item( ), que X =2 é o ponto de minimo absolutoe X=0, Xx=4 x=8 e X=12 s&o pontos de

maximo absolutos.

Para estudarmos os pontos de inflexdo e as mudancas de concavidade no grafico de G(X), devemos
estudar o sinalde G"(X).
Como G'(x) =g(x) e g é derivavel no intervalo (0,12), segue que G"(X) =g '(x).
Lembre-se que g '(X) representa a inclinagdo da reta tangente ao grafico de g no ponto
P(X,9(X)) que, neste caso, é positiva nos intervalos em que g é crescente (vide figura 1.2), e
negativa nos intervalos em que g é decrescente (vide figura 1.3).
Assim, a tabela seguinte nos dd o comportamento do sinal de G "(X) .

Intervalos O<x<1 1<x<3 3<x<5 5<x<7 7<Xx<9 9<«<x<l1l | 11<x<12
g"(x)=f'(x) — + - + - + -
Concavidade do e U] a) U N ) M

graficode g

A tabela acima nos diz que existe mudanca de concavidadeem X=1, X=3, x=5, x=7,x=9 e
X =11 e existe reta tangente nos pontos (1,G(1)),(3,G(3)),(5,G(5)), (7,G(7)), (9,G(9)) e
(11,G(11)) ,logo os pontos mencionados sdo pontos de inflexdo e portanto as abscissas dos pontos
de inflexdo ocorremem X=1, X=3, X=5, Xx=7 , Xx=9 ex=11.

Pégina3

Fundacgéo CECIERJ Consoércio CEDERJ




Calculo 1l ADO1 - Gabarito

/7

oQ

2012/1

-~
~
~
~

(0] S ———
ol
————addn
&
-
i
| -
/
/
-
3
- e

e i ol

Figura 1.2

,,
-
.
7
~J
P
7~
7
/
Sy
.
-
~
R
W —mm e e =

CM
~
.
-
s
\
%
.
»
=
~

Figura 1.3

(e) Atabela acima nos disse que o grafico de G tem concavidade para cimaem (1,3) U (5,7) U (9,11) e

para baixoem (0,1) U (3,5) U (7,9)u(11,12).

(f) Juntando os dados dos itens anteriores, podemos dar um esbogo aproximado do grafico da fungado

G . O esboco do grafico é dado na figura 1.4 a seguir:

/\y
y=0G(x)
ax. max. local ‘?‘ﬁx'
‘?a\bs‘ ¢ absoluto abs.
L 2 34/5 6d7¥891011(12 \
1 I 1 I ‘ls.l (%) 1 1 i 1 1 Lt
s | ey I N AT
GO PR =N T o s e
GUO) Kb i Ll
L 1L ) 1 Fpcalsy |

o) EL A T BTN R .

| 1 |
min. local
¢ absoluto

Figura 1.4

Observe que ndo nos é dada a expressdo que define a fungdo g . A Unica informagdo que nos é dada no

enunciado é que A =A > A=A, >A = A, >0, o que nos permitiu comparar apenas alguns dos valores

de G(x) dados no item (a).

Solugdo da 22 Questao

(a) O gréfico dafuncdo f é exibido na figura 2.1 a seguir
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Note que

(=(3)-3<(3)

X
Logo, fungdo F(x)=6sen (Ej tem como derivada

1 X X
F'(x)=6.=cos| — [=3cos| — [= f(X).
(X) > (2) (2) (X)
Portanto, pelo TFC, temos que

3z

oo ool L))o 2 o2 o2

2

3z 3z
2 T 2
Lembre que [ f(x)dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx (*)

2 2
T

Como f(x)>0, para —% <X<rm, J- f (x) dx = drea da regido R, , vide figura 2.2.

V4

2
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y
3 f(x)=3cos(3)
// 13]
// 3
J
// -% R2 Y
Figura 2.2

37

2
J& f(x)<0,para 7 <X <377T. Neste caso, .[ f(x)dx = - (drea daregido R,).

T

Substituindo os valores anteriores em (*) temos que
3z
2.
I f (x)dx = (drea da regido R,) - (drea daregido R,).

T

2
3z

2
Portanto, j f (X) dx representa a diferenga entre a area da regido R, e a da regido R,.

T

2

Como este nimero resultou em 6+/2 >0, tem-se que a drea daregido R, é maior que adaregido R,.

(c) Adrea da regido procurada é a soma das dreas das regides R e R,.
Ou seja

area da regido = drea daregido R +areadaregido R,

Como visto no item anterior,
3z

z 2
I f(x)dx= dareadaregido R, e .[ f(x)dx = - (area da regido R,) (*)
-z p
Logo
3z
T 2.
area daregido = j f(x)dx— J. f (x) dx

K T

2
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371'

jf(x)dx— jf(x)dx {F(ﬂ)—F(—%ﬂ—{F(%)_F - }z

(5o oo o3

Z 2

=6+ 6——6— 6=12

I
NN

Portanto, a drea daregido é 12 u.a.

Solugao da 32 Questao

(@) Tem-se F(x)=h(g(x)), emque h(x)= j ft)dt e g(x)=x>+3x".

Pela regra da cadeia, tem-se que

F'(x) =h'(9(x)).9'(x)

Por um lado, segue do TFCque h'(x) = f(X) >0, paratodo X € R, por hip6tese. Em particular,
h'(g(x)) = f'(g(x)) >0, paratodo Xe R .

Por outro lado, §'(X) =3x"+6X =3X(Xx+2) .

Avaliemos o sinal da derivada F '(X) :

Intervalos X<—2 -2<x<0 x>0
g'(x) =3x(x+2) + - +
h'(g(x)) = f(g(x)) + + +
F'(x) + - +
F(x) / N\ /

Logo, os intervalos de crescimento da fungdo F(X) sdo (—o0,—-2)U(0,+x) .F(X) é decrescente em

(-2,0) .

X 3 3 senx .
(b} Hx)= IW 1+t* 1+t _-[ 1+t* I 1+t* dt=-F+Ck) 0

senx senx 0

em que

F(x)=h(senx) e G(x)=h(x*), sendo h(x)= ]lft“ dt

0

. PeloTFC, h'(x) = f(X).

Pégina7
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Pela regra da cadeia:

F'(x)=h'(senx).(senx)' = f (senx).cos x = ?’CO—SZ(
1+sen™x

9x°

+ x*?

G =h'(X).() = F()3¢* =

3cos0 9.0
4 + 12
1+sen"0 1+0

Por (*), tem-se H'(X)=—-F'(X)+G'(x) =>H'(0)=-F'(0)+G'(0) =—

Solugao da 42 Questao

a) Deve-se observar que X = y2 —4y é uma pardbola e sua concavidade esta voltada para a direita. Da
mesma forma , X=2y— y2 é também uma paradbola e sua concavidade estd voltada para a
esquerda. Verifica-se que a intersec¢do das parabolas ocorre nos pontos (0,0)e (—3,3) .

A regido é esbocada na figura 4.1 a seguir.

Y
2 \=)72-4V
———————— —+3
I
| 2
| I
I
N
| I 1
i o X
-4 3
x=2y-y?2
Figura 4.1

b) Para representar a area da regido A em termos de X , precisamos dividi-la em trés
sub-regides , como mostra a figura 4.2 a seguir, além de expressar Y como fung¢do de X .

Ou seja, na parabola X = y2 —4y , completando quadrado obtemos

X=y' —4y+4-4=(y-2)° -4
portanto tem-se Yy = Zﬂ:\/m , 0 que nos dd os dois ramos da parabola correspondendo as
partesemque Y>2 e y< 2.
Na parabola x =2y — y2 , completando quadrado obtemos

Xx=1-1+2y -y’ =1-(y-1)°
portanto tem-se y:li\/l—_x , 0 que nos da os dois ramos da parabola correspondendo as
partesemque Y >1 e y<1.
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B4
y=2+x+4 4 _—
3

2012/1

Figura 4.2

AR) = [[@+VA+x)—@— A+ x)]dx+ [TA-+VT=x)—@—Va+x)ldx+ [11++1—x) - @ —~1=x)]dx

ARy) A(R,)

A(Ry)

¢) Neste caso, verificamos que é desnecessario dividir a regido, como mostra a figura 4.3 a seguir .

X :yz- 4y

[
Ot ———

1
At -A--=

Figura 4.3

Temos portanto:

AR) = [Ty —y*)—(y* — 4y)ldy

d) Usando a expressdo do item (c) , obtemos:

AR) = [Ty —y) —(y* ~4y)idy = [ (6y—2y2)dy:l3y2—2Ty‘

ouseja, A(R)=9u.a.

’ 2.3 2.0°
:‘3.32— : Hs.oz— : ]:9

3
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Solugao da 52 Questao

a) Afigura 5.1 ilustra a regido considerada, com a reta X =a que deve dividir a regido em duas partes
iguais.

B4

Figura 5.1 MUDAR
, , 1 1
Denotando por A =area(R,) e A =area(R,) ,temosque A = J.F dx e A = '[F dx
1 a
2

1 11 (1 1 ‘1 ' (1 1y 11
S R R L R A

1 1 1 2 5 8
Como queremos = ,devemoster l-—=———=>—=—=|a=—
a A=A Y a a 4 a 4 5

1 1
Uma vez que (——j =—- ,segue do TFC que
X X

5 5 1) 3
Obs.: note que a drea abaixo do gréfico de y =i2 paral<x<4¢ A=A+A :(1—§j+(§—zj :Z
X

b) As figuras 5.2 e 5.3 ilustram a regido considerada, com areta Y =0 que deve dividir a regido em

1 1
duas partes iguais., em cada caso b > E eb< E , respectivamente.

Pagina 1 O
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Figura 5.2 Figura 5.3

Notemos inicialmente que n3o pode ocorrer o caso b > E .

R 1
De fato, neste caso, a regido R2 conteria um retangulo de base 4 e altura E , como ilustra a figura 5.2,

1

assim sua area seria maior que a drea deste retangulo , ou seja, teriamos A, > 4.5 =2.
. . . .N . e 3 x
Entretanto, pelo item anterior, a drea da regido abaixo do graficoé A= Z < 2, portanto n3o pode ser
1

h>=
5

Suponhamos entdo que b< E

Neste caso, tem-se A, =4b e queremos, usando o item (a), A, = g =§ , ou seja,
4h = § =|b= i
8 32
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