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Solucgoes!

Questdo 1 [2,5 pts]

a) Calcule o valor de k de modo que y = kx seja solu¢ao da equagao
de Riccati

2y’ — (y/z)* —1=0; x> 0. (1)
b) Utilizando o valor de k calculado no item anterior, e a técnica de
solugao de equagoes de Riccati, obtenha a solugao geral de (1).

Solucgoes:

a)

y = kr é uma solugdo de (1) <= 2(kz) — (kz/2)* —1=0
— 2k—kK—-1=0
— kK -2k+1=0
— (k—1?%*=0
— k=1

Portanto o valor de k para o qual y = kx é solugao de (1) é k =1,
ou seja, a solugao é y = .
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b) Em primeiro lugar escrevemos a equagao (1) na forma

(@)D

Dai podemos identificar (2) como uma equacao de Riccati.
De acordo com o método de resolugao de equacoes de Riccati,

1
fazemos y = x + —, de modo que
z

/

z
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Substituindo (3) e (4) em (2), obtemos

Z 1 x 1 1
1-=—— (2°+2= + = —= ] =0.
22 222 (x * 2 +z2)+( 2) 0

Smplificando esta ultima equacao, chegamos a

1 1
= (5)

x 222"

A solugao geral de (5) (na variavel z) é

1
L = el / e dr—
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De onde, a solugao geral na variavel y é
x

y:x_lnc\/f'

Questdo 2 [2,5 pts]
a) Mostre que a equagdo

(%2:%, x>0, (6)



é uma equacdo de coeficientes homogéneos

b) Utilizando a técnica de solu¢do de equagBes de coeficientes
homogéneos, calcule a solucdo geral de (6)

Solugées:

a) Podemos reescrever a equagdo (6) como

1 2
—= [(g) +1} oy =0,
2 [\z
e a identificamos como sendo da forma M (z,y)+ N(x,y) ¥’ = 0, com

M(:)s,y):—% {(%)2“} e N(z,y)=1.

Agora, para todo t > 0,

M(tz, ty) = —% [<t_y>2+1 L

-1 {(E)z n 1} = M(z,y) = £° M(z,y)

tx T

e
N(tz,ty) = 1= N(z,y) =" N(z,y);

de maneira que M e N s3o funcdes homogéneas de mesmo grau, e

consequentemente (6) é uma equagdo de coeficientes homogéneos.

b) Fagamos a mudanga de varidveis y = v/z. Entdo y' = v + cav’.
Substituindo em (6), obtemos :

20 + 20 — 02 —1 =0,

i.é,
200" =02 — 20+ 1,
ou ainda
v’ 1
—_— = . 7
(v—1)2 2z (M)

Neste ponto, temos duas possibilidades: ou v =1, ou v # 1.

v=1 <= y=u,
e é imediato constatar que y = = &€ uma solugdo de (6).




Se v # 1, entdo a solugdo da equacdo separada (7) é (verifique!):

1 1
s anx+ lk: =Inc+/x.
ou ainda .
— =lInc+/x. (8)
y—x

A equagdo (8) define implicitamente as solugdes de (6), exceto y = z,

T
Obs: Vocé pode constatar que, tirando o valor de y na equagao (8), obtemos y = x — W; o
ncyx

que ja era de se esperar.

Questdo 3 [2,5 pts]
Calcule a solugdo continua da equagdo

(&) + ~yla) = h(a)

onde

<zx<
h(z) = x, 1<x <2,
0, T > 2.

satisfazendo a condigdo y(1) = 2.

Solucdo:

O segundo membro da equagdo é uma funcio descontinua. para
resolver este poblema, vamos dividi- lo em duas partes:

1
ylr)=z; 1 <z <2
x
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onde « é um valor a ser determinado de tal modo que a solugdo global

seja continua.
0,5 pt




I: Temos

y'(z) + ly(m) =1 = ylo)=e JO/O" {/ el (/@) de xdx]
e

— y(x)z%(x;jtc)

) . )
Impondo a condi¢do inicial, y(1) = 2, calcula-se ¢ = 3

A solucdo do problema I é

A solucdo geral da equacdo do problema 7 é
x

Impondo a condi¢&o inicial y(2) = «, obtemos

p(2)=a= (10)

2

A fim de que a justaposi¢do das solugdes (9) e (10) seja continua,
devemos ter

lim y1(z) = lm yo(z).

r—21 T—2

Isto &, devemos ter
13 ¢
6 2
. 13 - . ,
Entdo ¢ = 3 e a solucdo continua do problema proposto é

(z) = (1/3) (z* + (5/x)) 1<z <2,
M= 13)/Be), @ > 2.




Quest&o 4 [2,5 pts]
Determine um fator integrante para a equacio
y+ 2ey —e )y’ =0
e - a seguir - calcule sua solucgdo geral .
Solucdo:
Sejam
M(z,y) =y e N(z,y) = 2zy — e .
Ny — M, 2y—1
Moy
equac3o possui fator integrante p(y) = e/ G=1/¥dy = 2 /g

Temos M, =1, N, = 2y, de modo que ea

Obs: Claramente estamos supondo y # 0. Devesmos entao
investigar o que ocorre quando y = 0. E facil constatar que y =0 é

uma solucao da equagao proposta.
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Multiplicando a equagao original, y + (2xy — e~?¥)y’ = 0, pelo fator
integrante e?¥/y, obtemos a equacio exata

1
e 4 (2x62y — —) y' =0.
Y

Entéao, existe uma funcao ¢(z,y) tal que
pu(z,y) = ¥ (11)

oy = 206 —1/y (12)

Integrando (11) com relagao a x, obtemos
p(x,y) = ve + h(y) (13)

Derivando (13) com relagao a y e igualando o resultado a (12),
concluimos que h'(y) = —1/y. de onde h(y) = —Iny.
Assim, ¢(z,y) = ze* — Iny, e a familia de curvas



ze® —lny =c

define implicitamente as solucoes (distintas de y = 0) da equagao

dada.




