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Calculo Il = AD1 (2012/2) — Gabarito

Solugao da 12 Questao

Considere a figura 1.1 abaixo, representando o mesmo grafico dado no enunciado

¥

y=g@®

Figura 1.1

Denotemos por
A =area(R), A =area(R,), A =area(R;), A =area(R,), A =area(R;) , A, =area(R;) e
A =area(R,) .

De acordo com os dados do enunciado, a figura naturalmente nos da que:

A=3,A=6A=1A=7A=2 A=1eA=15

-5
a) Por definicdo |G(-5) = Jg(t) dt=0
5

, como visto no caderno diddtico, uma vez que os extremos de

integragdo sdo os mesmos, ambos iguais a -5 e ¢ esta definidaem t=-5

Pela defini¢do 2.2 do caderno didatico, tem-se:
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A= fo@dt, A - o d, A=—[gOdt, A - [aOct , A= Jo®dt, A= g e

A== [odt .

Calculo de G(-3):

-3
Por definigdo: G(-3) = Ig(t) dt=A =3, istoé,|G(-3)=3
_

Calculo de G(0):

Novamente, usando a defini¢cdo, a proposicado 2.2 do caderno didatico e (*), obtemos:

G(0) = jg(t)dtz_jg(t)dw foydt=A+(-A)=3-6=-3.

Portanto

Calculode G(1):

G = [g®dt= [gt)dt+ [g(t)dt=G(0)+(-A)) =-3-1=—4.

Portanto
GQ=-4
Calculode G(3): procedendo como antes,

G(3) = Sjg(t)dt = 1jg(t)o|t+3jg(t)o|t =G)+A, =—4+7=3

Portanto

Calculo de G(4):
G4 = ?g(t)dt: ].g(t)dt+]'g(t)dt =G(3)+A =3+2=5

Portanto

Calculo de G(7):
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G(7)= ]g(t)dtz ].g(t)dt+7jg(t)dt =G(4)+A, =5+1=6

Portanto

Calculode G(13):
G(13)= lj-g(t) dt = ]g(t) dt +1_3|.g(t) dt =G(7)+(-A,)=6-15=-9

Portanto

(b) Pela primeira forma do T.F.C., segue que G'(x) = g(X) , paratodo X € (-5,13).
De acordo com o gréfico, tem-se g(X) >0 nos intervalos (-5,-3), (1,4) e (4,7) e g(x) <0,
nos intervalos (-3,1) e (7,13).
A tabela abaixo apresenta o comportamento do sinal de G'(X) = g(X) e portanto dd a informagao
sobre crescimento e decrescimento de G(X)

Intervalos | -5<x<-3| -3<x<l1 l<x<4 4<x<7 7<x<13
G'(x)=9(x + - + + -
G(x) /! Ny / / Ny

Assim, a funcdo G(X) é crescente em [-5,—-3]U[L, 7] e é decrescenteem [-3,1]U[7,13] .

(c) Pelo item anterior e o teste da derivada primeira, temos que X=-3 e X =7 sdo pontos de maximo
locais e X =1 é ponto de minimo local.
Por outro lado, de (b) segue que G ¢é continua no intervalo fechado [-5,13]. Logo , comparando os

valores obtidos no item (a) , segue que X =13 é o ponto de minimo absoluto e X =7 é ponto de
maximo absoluto.

Para estudarmos os pontos de inflexdo e as mudancas de concavidade no grafico de G(X), devemos
estudar o sinal de G"(X).
Como G'(x) =g(x) e g é derivavel no intervalo (—5,13), segue que G"(X) =g'(x).
Lembre-se que g '(X) representa a inclinagdo da reta tangente ao gréfico de g no ponto
P(X,9(X)) que, neste caso, é positiva nos intervalos em que ( é crescente (vide figura 1.2), e
negativa nos intervalos em que ¢ é decrescente (vide figura 1.3).
Assim, a tabela seguinte nos dd o comportamento do sinal de G "(X) .
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Intervalos SHS<x<-4 | 4d<x<-1] -1<x<?2 2<x<4 4<x<5 5<x<10 | 10<x<13
g"(0= (%) - - - : - - *
Concavidade do U] e U a) U e )
graficode g

A tabela anterior nos diz que existe mudanca de concavidadeem X=-4, x=-1, x=2, x=4,
X=5eXx=10 e existe reta tangente nos pontos (-4,G(-4)),(-1,G(-1),(2,G(2)), (4,G(4)),
(5,G(5)e (10,G(10)),logo os pontos mencionados sdo pontos de inflexdo e portanto as abscissas

dos pontos de inflexdo ocorremem X=-4, Xx=-1, Xx=2, x=4, x=5ex=10.

10

Figura 1.2

10

Figura 1.3

(e) Atabela acima nos disse que o grafico de G tem concavidade para cima em
(-5,-4)u(-1,2)u (4,5 v (10,13) e para baixo em (—4,-1) U (2,4) U (5,10).

(f) Juntando os dados dos itens anteriores, podemos dar um esbogo aproximado do grafico da funcdo
G . O esboco do gréfico é dado na figura 1.4 a seguir:
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Observe que ndo nos é dada a expressdo que define a fungdo (. A uUnica informagdo que nos é dada no
enunciado sdo os valores das dreas A, A,, A;, A, A, A, e A, 0 que nos permitiu calcular apenas alguns
dos valores de G(x) dados no item (a). Por exemplo, ndo sabemos se G(-1), G(2) e G(10) sdo de fato
negativos como indicados na figura 1.4. Entretanto o esbo¢co dado na figura é uma aproximagao para o
grafico da fungdo G(X) respeitando as informagdes de crescimento e concavidade que o grafico real deve
possuir.

Solugao da 22 Questao

O gréfico da funcdo f é o mostrado na figura 2.1 a seguir:

/\y

y=2c0S(mx)

\‘ 2

Figura 2.1

1
(a) Como afungdo f tem expressdes diferentes nos intervalos consecutivos [—E,l] e [L,4], devemos

usar a proposicdo 2.2 do caderno didatico para obter:

]‘ f(x)dx = lJ‘ f(x)dx+].f(x)dx (1)

Usando as expressdes da funcdo f em cada um dos intervalos e substituindo em (1), temos:

T[ f(x)dx = ]2003(7rX)dX+é](x—3)dx : [ZSL(”X)} +[X—2—3x} =

-1/2 -1/2 ” -1/2

ffmp st £ s o]
3 )2
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2 2 3 2 3
(Obs.: noteque 7>3=>—< 3 <l< > donde ——— <0 e aintegral acima é negativa.)
Vs T

(b) Analisando-se o gréfico da figura 2.1, percebe-se que f(x)>0 em [—%,%] e [3,4], e f(X)<0 em

1
—.,3].
[2 ]
Sejam R, R, e R, asregides representadas no gréfico a seguir

/\y

y=2c0S(mx)

S]]
N|—

e e e e e e .

Figura 2.2

De acordo com a defini¢do 2.2 do caderno didatico ( vide também EP1), tem-se que:

sz f(x)dx=A(R) , }f(x)dx=—A(R2) e ‘]f(x)dx=A(R3) 2)

Agora, pela proposicdo 2.2 do caderno didatico vale a seguinte propriedade da integral definida:

]' f(x)dx=l/j2 f(x)dx+3:ff(x)dx+i"f(x)dx (3)

Substituindo agora (2) em (3), tem-se:

[ f9dx=AR)+(-AR,))+A(R,) ouainda [ f(x)dx=(A(R)+AR))-A(R,).

-1/2 -1/2

Ou seja, a integral definida dada no item anterior representa uma diferenga de areas . Mais
especificamente, é a soma das areas das regides sob o grafico de f e acima do eixo

(A(R)) + A(R;) ) menos a érea da regido sobre o gréfico de f e abaixo doeixo X (A(R,)).
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2 3
Como no item anterior vimos que esse valor é negativo ( a saber — _E < 0), isto significa que a

drea da regido R, é maior que a soma das areas das regides R, e R;.

1
(c) A drea total delimitada pelo grafico da funcdo f , peloeixo X easretas X=—— e X=4 édada

por:
Ar=A(R)+AR,) +A(R;)

O que, de acordo com (2), nos da:

12

A= J. f(X)dXJ{—E]f(X)dXJﬁL].f(X)dX , ouseja ,

-1/2

12 3 4
A= [ F(0dx— [FOdx+ [f()dx (4
~1/2 u2 3
R (1) (1)

Célculo de (1): No intervalo [—%,%] ,tem-se f(Xx)=2cos(zx) , logo:

Ut i | 2sen(zx) N _|(2sen(z/2)\ (2sen(-x/2))|_4
jf(x)dx_ IZcos(ﬂx)dx—[—ﬂ } _K ) ( ﬂ_

_12 12 ~1/2 T 7 T

(5)

1
2cos(rx),se ——<x<1
Célculo de (11): No intervalo [%,3],tem-se f(x)= (7x) 2 .

X—3,5e1<x<3

Usando a proposi¢do 2.2 do caderno didatico e substituindo os valores correspondentes a cada intervalo da
fungdo, temos

?:[ f(x)dx = lj f(x)dx+ }f (x)dx = 1'[2cos(7zx)dx+ ?](x—3)dx

1/2 1/2 1/2

[ [ [ (e ) (]
SACAS

Calculo de (111): Nointervalo [3,4], tem-se f(X)=x-3 , logo:
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‘}f (x)dx = ]‘(x—3) dx = [X?Z—Bx} = {(%—3.4)—(%—3.3)} :% (7)

Substituindo (5), (6), e (7) em (4) temos que:

AT:i_(_g_2j+1:g+§:12+5n
2 T 2

T 27

Solugdo da 32 Questao

(@) Tem-se F(x)=h(g(x)), emque h(x)= jf (t)dt e g(x)=x>+3x>.

Pela regra da cadeia, tem-se que

F'(x) =h"(9(x)).9'(x)

Por um lado, segue do TFCque h'(x) = f(x) >0, paratodo X € R, por hipdtese. Em particular,
h'(g(x)) = f(g(x)) >0, paratodo Xe R , pois f(t) >0, paratodo t € R , por hipétese.

Por outro lado, g'(X) =3%* +6Xx =3X(X+2) .

Avaliemos o sinal da derivada F '(X) :

Intervalos X< -2 -2<x<0 x>0
g'(x) =3x(x+2) + - +
h'(g(x)) = f(9(x)) + + +
F'(x) + - +
F(x) / N /

Logo, os intervalos em que F (X) é crescente sdo (—,—2) U (0,+) . F(X) é decrescente em (-2,0) .

x [ sent

(b) Sendo F(x)= j\/1+ u du]dt , queremos calcular F"(X).
1

0

sent

Fazendo f(t)= J. V1+u® du , podemos reescrever F(X)= '[f (t)dt
1

0

Assim, segue do TFC que

F'(x)=1(x)

Pégina8
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Procedendo como no item anterior, usando a regra da cadeia segue que

f'(t) = (sent)'./1+(sent)* = f '(t) = cost.\/1+sen‘t

Logo

F"(x) = f '(X) = cos x.\/1+sen* x

Solugao da 42 Questao

1
a) Deve-se observarque Y = X2 —E X _E é uma pardbola e sua concavidade esta voltada para cima.

1
Por outro lado, Y =1—— é uma hipérbole com concavidade para baixo. Verifica-se que a interse¢éo
X

dos gréficos ocorre nos pontos (%,—1) e (2,%) .

A regido é esbocada na figura 4.1 a seguir.

/\y

Figura 4.1

b) Para representar a area da regido A em termos de X , fazemos:

r 1 3.1 ’ 3
AR)= |[[l-)—(X* —=x—]dx= | (=—=—X*+=x)dx
()jl“[( )= (¢ =2 x—)] [ZX >X)

2 2
A regido é mostrada na figura 4.2 a seguir:

Péginag
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/\y

Figura 4.2

c) Pararepresentar a area da regido A em termos de Y , precisamos dividi-la em duas
sub-regides , como mostra a figura 4.3 a seguir, além de expressar X como fungdode y .

Figura 4.3

1
Ou seja, na parabola Y = Xx? —EX—E , completando quadrado obtemos

s 3 9 9 1 3., 17
Yy=X—=X+————-==(X——)"-=—
2 16 16 2 4 16
3 17 . . . .
portanto tem-se X = Z:i: y+E , 0 que nos da os dois ramos da parabola correspondendo as
3 3
artesemque X> — e X< —.
’ W=y 7=y

Pagina 1 O
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1

1
Na hipérbole y =1—— ,isolando X fica X =
X 1-y-

Assim

AR = [IC+|y+1)-C—[y+100d y+f[(—+ V15~ G

_16 A(R,)
A(Rl)

d) Usando a expressdo do item (b) , obtemos:

x3  3x?

3 1 3
A(R)_f(——;—x +30dx= oX= Inx—§+T

8 3 1 1 3| 39
=3-In2—=+3|—|-—In=——+4+—|=——1In4
l 3+] |4 2 24 16| 16

1

5 2

ouseja, A(R) = %— In4u.a.

Solugao da 52 Questao

a) A area total abaixo da curva é representada na figura 5.1 e é dada por

> X
Figura 5.1
1) 1
Umavezque | ——— | =—3 , segue do TFC que
2X X
?1 ( jS 1 (1} 12 —
_— =| ——— = —-—— | = — H
I ., 250\ 2) 25 ) -
&
=¥
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A figura 5.2 ilustra a regido considerada, com a reta X =a que deve dividir a regido como pede o
enunciado.

yl\

e

> X
1 5

xX=a
Figura 5.2

Denotando por A =area(R)) e A =area(R,) , oenunciado pede que A =5A, .

Como A=A + A, ,entdo A:A_L+%=6?A1 ou A=5A, + A =6A, :>A1=§e Azzé,por(*).

a 5
1 1
Mas por defini¢do: A = J.—de e A= IFdX
X
1 a

Assim, usando A, por exemplo, temos que

2 %1 1Y 1 1) 1 1 1 1
—=|lSdX=l-——F| =—— | = |=E-——5 > —=—=>|a=4+5
5 I[ X3 ( 2x° l 2a’ ( 2) 2 2a*> 2a* 10 5

b) Afigura 5.3 a seguir ilustra a situagdo desejada em que se deseja 11A = A, , logo como no

*) 12 1
raciocCinio anterior obtemos ] 25 A. 25

b=

= ===
2 2 25 202 50

1 (_ 1 )b 1 1 1_ 1 23
2x°

b
Mas A = deX:
1

5
J23
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