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Calculo Il = AD2 (2012/2) - Gabarito

| Solugdo da Questdo 1 a) ‘

a) Note que o denominador possui uma expressao da forma a’+u®, coma=+3 e U=X,0 que
sugere aplicar uma mudanca de varidveis via método de substituicdo trigonométrica usando a
funcdo tangente (ou cotangente), como mostra o tridangulo associado da figura 1.1 a seguir

3+
X
2 [
B
Figura 1.1
X=+31g96 3+ x> =3sec’d
Assim tgH:L: J_ g . Eainda: / (*)
V3 |dx=3sec?0do x® =3"2tg%0
x=0=6=0
Vejamos como mudam os limites de integragdo: T
X=1=>60=—
6
Calculando inicialmente a integral indefinida, fica:
1 3 716 3/2 3 716 3 716
[ = [ 90 rsectodo- [37 97 qg- = [sen'0do-
J(3+x%) 7 (3sec’0) : sec’d J3;

1 /6

1 /6
=-— |send.(1-cos’d)do = senddo —
| Nl R

1 716

J. send.cos’0do+C =

0

1 716 1 716
={——cose} - _[sene.coszed9+c

3 1 V35

)

Na integral indefinida (**), fazendo a mudanca de varidvel U =c0s# = du =-senfdé@, logo

3 3
u cos’d
(**) = jsen 0.c0s°0d6 = I—uz du = 3 =— 3 Substituindo em (**), jd com os limites de

integracdo substituidos, temos que
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z 3
X 1 cos’6 |6 1z 9% 1 cos®0
Imdx: ——3cos€+— =|-—=C0S—+—— |—| ——=C0S0+ — |=
0

| Solugdo da Questdao 1 b) ‘

4x? -7x+10
(x+2)(3x-2)?

numerador é menor que o grau do denominador.

Observe que a fungdo f(X) = é uma funcdo racional prépria, isto é, o grau do

O denominador possui fatores lineares repetidos, entdo a decomposicao em fracdes parciais tem a
forma

4x*-7x+10 A .. B C
(X+2)(3x-2)> x+2 3x-2 (3x-2)

(*)

Para determinar os valores de A, B € C multiplicamos ambos os lados da expressdo (*) pelo produto dos

denominadores (X+2)(3x—2), obtendo

4x* —7x+10= A(Bx—2)* + B(X+2)(3x—2) + C(x +2)

4x* —7x+10= A(9X* —12x +4) + B(3x* —2x +6x—4) +Cx+2C
Ax* —7x+10 =9Ax* —12Ax +4A+3BXx?* + 4Bx - 4B +Cx+2C
4x* —7x+10=(9A+3B)X* + (4B-12A+C)x+(4A—4B +2C)

Isto é
9A+3B=4

-12A+4B+C =-7
4A-4B+2C =10

ou

9A+3B =4
~12A+4B+C =7 (1)
2A-2B+C =5

Subtraindo as duas ultimas equagdes de (1) temos que

-14A+6B=-12 = -7A+3B=-6 (2)
De (2) e da primeira equacdo de (1) temos que
9A+3B=4
(3)
-7TA+3B=-6
Logo subtraindo as equag¢des dadas em (3) temos que
16A=10 = A=5/8 (4)
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Substituindo este valor na primeira equacdo de (3) resulta

9(§)+38:4 = 3B= 4—£ = B——E (5)
8 8 24

Substituindo os valores de A e B achados em (4) e (5) na ultima equacdo de (1) obtemos
5 13 8

2(=)-2(—=)+C=5 = C=-—. 6
(8) (24) 3 (6)

Substituindo em (*) os valoresde A, B e C achados em (4), (5) e (6) respectivamente temos

4x'-7x+10 5 13 = 8
(x+2)(3x-2)> 8(x+2) 24(3x-2) 3(3x-2)?

(7)

Assim

.[ 4x* -7x+10 dX:j 5dx _J‘ 13 dx +J- 8 dx
(X+2)(3x-2)* 8(x+2) 24(3x-2) 3(3x - 2)?

X
=§I (x+2) 24I (3x 2) 3I (3x 2)2

5
=2 2|— 3x-2)73d
gnlx+2l Q®3I($(2) @BI(X ) 3dx
Ohnpx+2]-SBnpax-2)-—3 ¢
8 72 9(3x—2)

| x+2"® 8
=In o2 | _ +C
|3x—2] 9(3x—-2)

| Solugdo da Questao 2 a) ‘

Por defini¢do, para um valor de S € R fixado, tem-se:

+0 T
j e ¥ costdt = I|m J‘e‘St costdt (*)
0

T+

Pelo que foi visto no caderno didatico, uma condicdo necessaria para a convergéncia da integral é que a
fungdo f(t)=e ¥ cost satisfaga lim f(t)=0.
t—>+0
Se s=0,entdo f(t)=coSt e n3o existe, portanto, lim f(t).
t—>+0
Se s<0,entio —S>0.Dai lime™ =+w e dai também n3o existe lim e ™ cost.

t—+o0 t—+0

Em particular, se S<0, aintegral é divergente.

Restaocaso S >0.

Calculemos, para um valorde T >0 fixado, aintegral definida em (*).
inicialmente, obtenhamos a primitiva
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I e costdt.

Usando integracao por partes, fagamos

u=ge™ du = —se*'dt
— =
dv = cost dt Vv =sent

Assim

Ie‘s‘ costdt =e *'sent + j se ¥'sentdt =e *'sent +5 I e dsentdt  (*¥)

—_—
m (1

Usando integracao por partes novamente, agora em (ll), fagamos:
u=e™ du = —se™dt
=
dv =sentdt vV =—cost

aintegral (I1) fica je’“sentdt:—e*St cost — _[ se ® costdt =—e* cost—s-[ e ¥ costdt.

Substituindo em (**), fica:

I e ¥ costdt = e“sent+{—eSt cost —SJ. e costdtJ =e ¥(sent —s.cost) —s? _[ e ¥ cost dt

—_— i A
M M

Isolando no lado esquerdo os termos comuns contendo a integral (l), fica:

—st

e
(1+5%) I e costdt =e ¥ (sent —s.cost) = Ie‘“ costdt =1 (sent —s.cost) +C .

+5°
[N
"

Assim, usando o TFC, a integral definida em (*) fica

—st

+5°

T =T -sT -s.0
Ie‘“ costdt = € ~(sent—s.cost) | = € (senT —s.cosT) |- e—z(senO—s.cosO) =
5 1+s 1 1+s

t=0

_ -sT
i [e (senT —s.cosT) + s]

Enfim, substituindo em (*), fica
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—sT _ H —sT
-[e (senT —s.cosT)+s | = o TILrpw[e (senT —s.cosT) |+ —— .

1+s

+00
I e *'costdt = lim
5 To+0]14 S

Como estamos considerando o caso S >0, temos que lim (=sT)=—co= lime™ =0.
T —+w T+

Como a fungdo y(t) =sent—s.cost é limitada ( mais precisamente |Yy(t)|<1+S, para todo teR),

+00
. B _ S
segue que TIlm [e T(senT —s.cosT)]zo e portanto I e ™ costdt = et
—>+0 +S
0

Portanto, a integral é convergente se S >0, e divergente se $<0.

Solugdo da Questao 2 b) ‘

+o0 8
Jx3+2x2+4x+8

Observe que a integral dada é imprdpria do primeiro tipo, pois intervalo de integracio [0, +) é infinito.

Note-se que o integrando pode ser escrito como

X3 +2x*+4x+8

8 _ 8 B 8
X4+ 2X2 +4x+8  X*(X+2)+4(x+2)  (x+2)(X* +4)
e esta definido no intervalo dado. Pela definicdo de integral imprdépria, onde o limite de integracdo superior
é infinito, temos

= 8 T 8 - 8
dx = dx = I
ij3+2x2+4x+8 Oj(x+2)(x2+4) tlﬂ!(x+2)(xz+4)

dx (%

Calculemos separadamente a integral indefinida

8
J‘(x+ 2)(x%+4) dx

Decompondo o integrando em fragdes parciais , fica:

8 __A +BX+C
(X+2)(x2+4) x+2 x*+4

, eentdo

Ax® +4A+Bx?+2Bx+Cx+2C =8

A+B=0 A=1
=<:2B+C=0 =<{B=-1
4A+2C =8 C=2

Assim:
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8 1 X 2 | x+2|
dx= [——dx— [—>—dx+ [—=—dx =1
-[(x+2)(x2+4) X -[x+2 X J-x2+4 XJFJ‘szr4 X n\/m

+arctg X
2

Logo, substituindo em (*);

+00 t
8 : | X+2| X
dX=I|m{|n +arctg— | =
ij3+2x2+4x+8 e N 2],

=Iim[|n |t+2] +arctg£}—{ln [0+2] +arctg9}:£,pois
tee t?+4 2] | ~NO*+4 2] 2

=0

142
. |t+2] . t . [t+2] . t 7
lim =lim =1=limIn =0 e limarctg —=—.
tow \/t2 +4 tow \/1+4 tow [tZ +4 t—ow 2 2
t2
Logo T 8 dx il portanto é convergente
=—, V .
§ X +2x%+4x+8 2
Solugdo da Questao 3 a) ‘
A regido considerada é mostrada na figura 3.1 a seguir:
N
X
/\y
e
\ y=x , 2
\ I =2+x \ =x2I
O . 1 B o \ g 1,%9=2+x
I b deeaasaniee
:\ : \\ 1
Loy I 1
LK , : ) |
I \ / R I \\ /’ (X') :
' X7 ' >4 1
I I \
I /l{""*""‘ I ¢ :
| I | | 7
PR I | 7/ A\ :
A [ I < / \ r(x) : 7
. >X - >X
23 I 2 ’ 2 A
Figura 3.1 Figura 3.2
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Note que o eixo de rotagdo é o eixo X e como a integra¢ao tem que ser feita em relagao a X, o método
dos discos ou arruelas é o indicado. Na figura 3.2 é mostrada a arruela tipica correspondente ao problema.

O solido é mostrado na figura 3.3
y N

4B
A\ 4
=

Figura 3.3

Observemos que R(X)=2+X e r(x)=x",emque 0<x<2.

Assim, denotando o volume por V , temos que:

V= nzj[(R(x))Z —(r(x)* Jdx = nzj[(2+x)2 — () Jdx = nzj(—x“ +X2 +4x +4)dx

| Solugdo da Questdo 3 b) ‘

O solido é o mesmo exibido na figura 3.3 anterior.

Para calcular o volume deste sélido por integragao em relagdao a Y, observe que o método das
cascas cilindricas é o indicado.
Vamos dividir a regido dada em duas regides R, e R,, como mostra as figuras em 3.4 a seguir, e entdo
somar os volumes dos sélidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo X.

Pagina 7
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Calculo Il AD2 — Gabarito 2012/2
N
Yy Ay
\ x=V
\ l,x=y-2
\ 4l __ ik
\ |
\ hof !
\ I
\ R2 :
\ 2 b |
\ /7 R :
X v 4
/\/ 1 r(v) i
/ \\ !
/I' 2 \4 ,x
Figura 3.4

Neste caso naregidoR; para 0<y <2 resulta r(y)=Yy e h(y)= \/V—O = \/V, logo denotando por

V, o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x , temos que

V, =27 [r(y)h(y)dy =27 [y dy

Analogamente na regido R, para 2<y <4 resulta r(y)=Yy e
h(y) = \/y—(y -2),h(y)= \/9—0 = \/V ,logo denotando por V, o volume obtido ao girar esta regido

em torno do eixo x , temos que

V, =27 [r(y)h(y)dy = 27 [y\/y —(y—-2)]dy

Assim neste caso

V =27 [yfy dy+2z [y[Jy - (y-2)ldy

Solugdo da Questao 3 c) ‘

Note que o eixo de rotagdo é o eixo Y e como a integragao tem que ser feita em relagdo a X , o método
das cascas cilindricas é o conveniente.

A figura 3.5 mostra a casca tipica associada ao problema, em que h(x) = (2+X) —x* e r(x) =X, com
0<x<2.
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34
P 2
\ =x“I
\ 4 1 ,y=2+x
\
\ I
\ |
\ |
\ h(x I
\ I
\ 1(x) :
\ I
& I
/ 1
/ |
7 2 d
Figura 3.5

Assim, o volume V do sdlido é dado por

AD2 — Gabarito

2012/2

Figura 3.6

2 2 2
V=27 Ir(x).h(x)dx =27 Ix(z +X—Xx2)dx =27 I(Zx + x> =x%)dx.
0 0 0

O sodlido é mostrado na figura 3.6 .

Solugdo da Questao 3 d) ‘

Note que o eixo de rotagdo é o eixo Y e como a integra¢do tem que ser feita em relagdo a Yy, o método

dos discos ou arruelas é o indicado.

Como no item b), vamos dividir a regido dada em duas regides R, e R,, como mostram as figuras em 3.7 a

seguir, e entdo somar os volumes dos sdlidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo Y .

[NO] FEPRMRpRSE RIS B

>X

Tty
X
" ) [——
R
.
R,
23
7/
R,

4B

Figura 3.7

Nf————mm e ==

4
=

Neste caso naregidoR; para 0<y <2 resulta R(Yy)= \/9 , logo denotando por V, o volume obtido ao

girar esta regidao em torno do eixo y, temos que
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2 2 2
Vlznj R(Y) 2dyzyrj[\/ﬂzdy:;rjydy
0 0 0

Analogamente na regido R, para 2<y <4 resulta R(y)= \/V e r(y)=(y-2),,logo denotando por
V, o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo y , temos que

v, =7r4j[ R(y) - r(y) 2]dy=7z4j[[ﬁ T -(v-271dy = iy (y-2%1dy

Assim neste caso

v =njydy+n}[y—(y—2)2]dy.

Solugdo da Questao 3 e) ‘

Note que o eixo de rotacdo é a reta vertical X = 4. Neste caso, o método das cascas cilindricas se aplica
bem. A casca tipica é mostrada na figura 3.8 abaixo.

/\y /\y
y=x?
! II V4
\ II 7/ y 2+X
\ 4
\ I
\ :
\ I
\ l
\ |
1h(x [
\\/// (x) o
7\ :
7/ \ 1
7 N\ !
: >X > X
€ I
WO
16=2
Figura 3.8 Figura 3.9

Tem-se h(X)=(2+X)—x* e r(X)=2-X,com 0<Xx<2. Ovolume V do sélido é portanto dado por
2 2 2
V =27 [r()h(x)dx = 27 [(2-X).(2+ X~ x*)dx = 27 [(4-3x" +x*)dx.
0 0 0

O solido é exibido na figura 3.9.

Solugdo da Questao 3 f) ‘
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Note que o eixo de rotagdo é a reta horizontal Y =4 . Neste caso o método dos discos ou arruelas é o
indicado. A arruela tipica € mostrada na figura 3.10 e o sélido na figura 3.11.

Figura 3.10

)\y
3
\
\
1
\
1
|
Mo
‘N
||\
TS
1 N
1 N
— — —_‘J _____ \ [R——— PR
i /] {4 y=4
! v
il
(L7
17
1A
o
I
1
I
I
1
1
!
> X
Figura 3.11

Aqui R(X)=4-x* e r(x)=4—(2+x)=2-x,com 0< X <2. Assim
(R(X))>=(4-x*)*=16-8x"+x* e (r(X))*=(2-x)* =4—-4x+x* .

Portanto, o volume do sélido é dado por

V= ﬂiﬂ:R(X)z —r(x)z]dx = ﬂ].l:(4—X2)2 —(4—(2+x))2]dx = 7r2J.[12+4x—9x2 +x4]dx.

Solugdo da Questao 4)
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De acordo com a aula 29 do caderno didatico, se uma curva é dada por ¥ = Y(X) ,com a<x<b, entdo
seu comprimento é dado por

L= j. 1+ (y'(x))* dx

Temos Y(X) =cosh x = y'(x) =senh x = \/1+ (y'(x))? =1+ senh?x =+/cosh? x = cosh x
Assim

1
In3 In3 _ o—In3 0 .0 33—

L= jcosh x dx = [senhx];"* = senh(In 3) — senh(0) = e e~ ee _~ 3 4
5 2 2 2 3

4
Logo L= 5 unidades de comprimento.
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