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Calculo Il = AD2 (2013/1) - Gabarito

| Solugdo da Questdo 1 a) ‘
a) Note que o denominador possui uma expressdo da forma a’ +u2, coma=2 e U=X, o que
sugere aplicar uma mudanca de varidveis via método de substituicdo trigonométrica usando a
funcdo tangente (ou cotangente), como mostra o tridangulo associado da figura 1.1 a seguir

o

Figura 1.1
X X =2tg 6 ) )
Assimtgf =—= ) . Eainda: 4+ x° =4sec’d (*)
2 dx =2sec°0dé
x=0=>6=0
Vejamos como mudam os limites de integracdo: 2 T
X=—F==0=—

Calculando inicialmente a integral indefinida, obtemos:
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Calculo 1l

Solugdo da Questao 1 b) ‘

Observe que a fungdo f(X) =

AD2 — Gabarito

2x*-3

(X+1)*(x*+4)

é uma funcdo racional prépria, isto é, o grau do

numerador é menor que o grau do denominador.

2013/1

O denominador possui fatores lineares repetidos, entdao a decomposicdo em fragdes parciais tem a

forma

2x*-3

A

B Cx+D

XA (C+4)  x+1 (x+172

X2 +4

(*)

Para determinar os valores de A, B,C e D, multiplicamos ambos os lados da express3o (*) pelo produto
dos denominadores (X+:|.)2(X2 +4), obtendo

2x* =3 = A(X+1)(X* +4)+ B(x* +4) + (Cx+ D)(X+1)*

2x% =3 = A(X> + x* +4x+4) + B(x* + 4) + (Cx® + 2Cx* + Cx + Dx* + 2Dx + D)
2x* —3=(A+C)x*+(A+B+2C + D)X’ + (4A+C +2D)x + (4A+4B + D)

Igualando os coeficientes dos polinémios, temos:

A+C=0

A+B+2C+D=2
AA+C+2D =0
AA+4B+D=-3

A primeira equagdo nos da . Substituindo isso na terceira, obtemos 4A— A+2D =0, ou seja
3A+ 2D =0.Usando esses dados na segunda e na quarta equacdes do sistema anterior, obtemos

—-5A+2B=4
5A+8B=-6

Logo somando as equac¢des dadas em (1) temos que

10B=-2 =

B—_=t

5

Substituindo este valor na primeira equacdo de (1) resulta

~5A+ 2(—%) -4 =

Substituindo em (*) os valoresde A, B, C e D obtidos acima, temos

2x*-3

A=-22

25

22

=>|IC=—

25

e

p=33
25

—22

-1

22x+33

(X+1)7(x*+4)  25(x+1) " 5(x +1)? ’ 25(x% +4)

Assim
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Célculo Il AD2 — Gabarito 2013/1

_[ 2x*-3 dX=I —22dx +.[ —1dx +.[ 22X+33 dx
(X+1)2(x* +4) 25(x+1) 5(x+1)? 25(x* +4)

_22I dx 1 dx ZZJ X gxs 38 1

2 S — 22| = dx =
257 x+1 59 (x+1)? 257 x*+4 " 257 x*+4

22 1 22 33 X
=—In|x+1|+ +=—=In/x*+4 +—arctg(=) +C
251X+ 5(x+1) 25 502196

Solugdo da Questdo 2 a) ‘

+00

1

Analisemos a convergéncia da integral I —
2+ xe

2

Primeiramente, note que valem as seguintes estimativas:

0<xe™ <2+xe™ (para X>0) eque Xx=2=2e™ < xe™.
1 1 e
sx< X
2+ Xe 2e 2

Llogo: X>2=>2e¥ <xe¥ <2+xe¥ =0<

(Caso 1: S>0) neste caso tem-se lim " =0 e portanto

T >+

~+00 e_sx T e_SX _e_sx T 1 e—ZS
[ S-dx=1lim [ Z—dx= Jim =lim —[e®* e ]="— ()
2 5 2 T—>+o 2s T—o+0 29

+0 —sx

ou seja, a integral I de é convergente e portanto, aplicando o critério de comparagdo em (*) segue
2
+00
que I —SXdX € também convergente no caso em que S >0 .
5 2+ xe

(Caso 2: S<0) Note que, nocaso S<0,tem-se lim e " =+ e ndo se pode, portanto, tirar
T—+0

conclusGes sobre a convergéncia da integral, como no caso anterior, baseando-se em (*) e (**).

Entretanto, lembrando que estamos interessados no intervalo de integracdo de X > 2 , temos que

1 1
e <e’=1=Xe™ <X=2+Xe¥ <2+X < X+X=2X ouseja, 2+ Xe¥ <2Xx => —<

0 o2 2X 2+ xe¥

s<0
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Célculo Il AD2 — Gabarito 2013/1

+00
Segue portanto do critério de comparag¢do que I —SXdX é divergente neste caso, uma vez que
2+ xe
2
+00
1 .
I —dx é divergente.
3 2X

Portanto, a integral é convergente caso S >0 e divergente, caso S<0.

Solugdo da Questao 2 b) ‘

dx

. N 47sen’x |
Analisemos a convergéncia da integral > -~
§ [109x” +387ze*

De acordo com o exemplo 27.6 do caderno didatico, se esta ultima convergir, entdo a integral dada neste
item também sera convergente.

+00‘

Note que o denominador é sempre positivo.
Primeiramente, segue de | SenXx |<1que

47| sen® x| - 47
109x2 +387e*  109x2 +387e*

(1)

Em segundo lugar:
109x? + 387" >387e" = I (2)
109x* +387e*  387e*

Agora, para X >1 vale que
2 1 1
X!>2x=e > => <= (3)
e’ €

Segue de (1), (2) e (3) que

47 | sen® x| 47 4Te* 4T
~< = = e, paratodo X=>1. (4)
109x? +387e* 387e* 387 38«

+00
E facil ver que a integral j e *dX é convergente, pois
1
+o0 T

[ erax=lim [ e>dx=lim[-e] = lim[e* -¢T]-¢"
Tow Tow T

+00 3
. L . . | 47sen” X | ,
Segue entdo de (4), usando o critério de comparacdo, que a integral J' . —ldx ¢
{ 1109x? +387¢*
+00
47sen’® x o

convergente e consequentemente J- > —0X também é convergente.

§ 109x” +387e”*
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Célculo Il AD2 — Gabarito 2013/1

Solugdo da Questao 3 a) ‘

A regido considerada é mostrada na figura 3.1 a seguir:

/\y /\y
ij, y:x‘
= I y=x+6
=x+6
i P
B e §r—-——-----
I I
| I
| I
| I
6 i 6 |
3 ] K I
/ / X
p R i . (x) E
// T : // :
/ 7
/7 : 7 I'(X) : [
— >X 7 G >X
2.6 // 2 46 // 2
/ /
/ //
Figura 3.1 Figura 3.2

Note que o eixo de rotacdo é o eixo X e como a integracao tem que ser feita em relagdo a X, o método
dos discos ou arruelas é o indicado. Na figura 3.2 é mostrada a arruela tipica correspondente ao problema.

O solido é mostrado na figura 3.3
y N

(4B
v
=

Figura 3.3

Observemos que R(X) =x+6 e r(x)=x>,emque 0<x<2.

Assim, denotando o volume por V , temos que:
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Calculo 1l

AD2 — Gabarito

2013/1

V= nzj[(R(x))Z —(r(x)’* Jox = nzj[(x+6)2 - () Jdx = 7z2j(—x6 +x2 +12x +36)dx

| Solugdo da Questado 3 b) ‘

O solido é o mesmo exibido na figura 3.3 anterior.

Para calcular o volume deste sélido por integragdo em relagdo a Y, observe que o método das

cascas cilindricas é o indicado.
Vamos dividir a regido dada em duas regides R, e R,, como mostra as figuras em 3.4 a seguir, e entdo

somar os volumes dos sélidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo X.

Ty Ay
x:{f; x=3y
I 3
l// X=y-6 I'//x—yvé
8 _______
gt-—-—====
I
I
: hv) :
|
1 R :
6: : ()l 2 i
/7 ! / I
o/ R /|
2, / : r(y) :
& r(y) i [ 7 : f
~ >X - >X
7 -6 2 S 7 -6 £ 2 N

Figura 3.4

Neste caso naregidoR; para 0<y <6 resulta r(y)=Yy e h(y)= \/V—O = 3/?, logo denotando por

V, o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x , temos que

6 6 6 4
V,=2r jr(y).h(y)dy =27 Idey =2 Iy3 dy
0 0 0

Analogamente na regido R, para 6 <y <8 resulta r(y)=y e h(y)= {*/y—(y—B) ,logo denotando por

V, o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x , temos que

Assim neste caso

6 4 8
V =27 [y* dy+27 [y[fy - (y-6)ldy
0 6

Solugdo da Questdo 3 c) ‘

V, =27 [r(y).h(y)dy = 27 [y[3[y - (y-6)ldy

Note que o eixo de rotacdo é o eixo Y e como a integragdo tem que ser feita em relagdo a X , o método

das cascas cilindricas é o conveniente.
Fundagdo CECIERJ
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AD2 — Gabarito

2013/1

A figura 3.5 mostra a casca tipica associada ao problema, em que h(x) = (x+6)—x* e r(x) =X, com

0<x<2.
/\y

\5 y=x
I

I//y—xoﬁ

8
1
I
I
I
of 1
6 ) /o
i) !
/7 I
/7 |
Y 4 1
P ]
r 4 ¥ : >X
y ¥ 7
6 P 2
/
/
Figura 3.5

Assim, o volume V do sélido é dado por

O solido é mostrado na figura 3.6 .

Figura 3.6

2 2 2
V=27 Ir(x).h(x)dx =27 Ix(x +6-x*)dx =27 j(x2 +6x—x")dx.
0 0 0

Solugdo da Questao 3 d) ‘

Note que o eixo de rotag¢do é o eixo Y e como a integragao tem que ser feita em relagdo a y, o método

dos discos ou arruelas é o indicado.

Como no item b), vamos dividir a regido dada em duas regides R, e R,, como mostram as figuras em 3.7 a

seguir, e entdo somar os volumes dos sélidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo Y .

/\y
x=3y
I’//x=y 6
8 _______
|
1
i |
2
6, !
7/ 1
" & |
¥ Rl !
7/ R :
7 1
/_’ 4 2 7
6 4
/
/
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/
Figura 3.7
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Célculo Il AD2 — Gabarito 2013/1

Neste caso naregidoR; para 0<y <6 resulta R(Yy)= \/9 , logo denotando por V, o volume obtido ao
girar esta regido em torno do eixo y , temos que

V, = 72'(] R(y) “dy = ﬂ?[%/ﬂ 2dy = 7rf]‘y§ dy
0 0 0

Analogamente na regido R, para 6 <y <8 resulta R(y)= \/V e r(y)=(y-6),,logo denotando por

V, o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo y , temos que

V= [ R "~ v *Jay = {35 - (v-67 Ty =7 fiy* ~(y- )1y

Assim neste caso

6 2 8 2
V =z [ytdy+7 fly? - (y-6)°ldy.
0 6

Solugdo da Questdo 3 e) ‘

Note que o eixo de rotagdo é a reta vertical X = 2. Neste caso, o0 método das cascas cilindricas se aplica
bem. A casca tipica é mostrada na figura 3.8 abaixo.

/\y
y:x’ /\y
|’ 7
ll / Y=x+6
8
|
I
I
I
I
6 |
h(x 1
> /7 ) (\,):
7 I
o :
> E : >X > X
/-6 // : >
/ W
/ =3
Figura 3.8 Figura 3.9

Tem-se N(X)=(x+6)—x% e r(x)=2-x,com 0<x<2. Ovolume V do sélido é portanto dado por
2 2 2
V=21 jr(x)h(x)dx =27 j(2— X).(x+6—x*)dx =27 I(12—4x—x2 —2x% +x")dx.
0 0 0

O solido é exibido na figura 3.9.
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Célculo Il AD2 — Gabarito 2013/1

Solugdo da Questao 3 f) ‘

Note que o eixo de rotagdo é a reta horizontal Y = 8. Neste caso o método dos discos ou arruelas é o
indicado. A arruela tipica é mostrada na figura 3.10 e o sélido na figura 3.11.

y

=7 =
R

T G S

Gl o SO T D N s
N

Figura 3.10 Figura 3.11

Aqui R(X)=8—-x> e r(x)=8—(x+6)=2-X, com 0<X < 2. Assim
(R(X))* =(8—x>)*=64-16x>+x° e (r(x))’=(2—x)* =4—4x+x".

Portanto, o volume do sélido é dado por

V= 7r][R(x)2 - r(x)2]dx = 72'3.[(8— x*)? —(8—(x+ 6))2]dx = ﬂ].[60+4x —x?-16x> +x° ]dx :

Solugdo da Questao 4) ‘

y=In|secx|

(SR B e S S e~ Sy
- R
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Célculo Il AD2 — Gabarito 2013/1

De acordo com a aula 29 do caderno didatico, se uma curva é dada por Y = Y(X) ,com a<x<Db, entdo
seu comprimento é dado por

L= t] 1+ (y'(x))? dx

Temos Y(X) =In|secx|= y'(x) =tg x = \/1+(y'(x))2 = \/1+thx = /sec? x = sec X |=sec x

T T
pois —ZSXngseCX>O.

Assim

w|N

z
3

secxdx = In|secx+tgx| 3 =In|2+3|-In|~2-1]= |n(3’%€}

L =

BN —

2+\/§

Logo Lzln{\/E 1} unidades de comprimento.
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