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Equacgoes Diferenciais - Exercicios Suplementares para a AP2

Mensagem do Coordenador:

Caros alunos(as),

O objetivo desta lista é apresentar alguns exercicios para ajudé-los na prepararagdo para
a 2% A.P. de Equagdes Diferenciais “.

Bons estudos e boa avaliagao!

Um abrago
Pedro Nobrega

@A verificagdo dos célculos, apontando eventuais enganos/omissoes fica por conta de
vocés. K uma boa forma de trabalho colaborativo

1. Sabendo que yi(z) é uma solucao da equagao diferencial dada, use o método de
redugdo de ordem para calcular uma segunda solugdo, y2(z), linearmente indepen-
dente de y1(z) *.

(&) ¥'+2¢ +y=0; w(x)==ze® (d) 2”y"—Tey +16y = 0; yi(x) = 2"
(b) ¥’ +9y=0; yi(x) = sen 3z (e) z?y"+2zxy' —6y =0; yi(z) = 2>
(¢) 9y =12y +4y = 0; yi(x) = */3 (f) 422y +y=0; wi(z)=z"2Inz.

2. Use o método da variacdo de pardmetros, para calcular a solugdo geral ou resolver

o PVIL:
(@) v +y=senz; (e) 4y" —y=ae/?,
(b) ¥y’ +y = cos” z; y(0) = 1,4'(0) = 0;
7 ’ =,
(c)y/—/&—By—/l—Qy—e7 (f) 2y”+y'7/y:x+1,
(d) 29" +2y" +y =4V y(0) = 1,5'(0) = 0.
3. Calcule a solugédo geral ou resolva o PVI:

d d
&9ty 2 (~5/2)z +2y
dt dt

OR¥ , CR¥ ,
2= Y (3/4) —2
T + 3y it (3/4)x — 2y

b) V' = 0o ¥, () X' = 2 X,

!Conside o intervalo (0, 400) nos itens (d), (e) e (f).
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© 7/—<1/2 0 )?7 d—x:2x+4y

0 —1/2 (h) j;
X(0) = (3,5) o =@+ 6y
gy - y 12 -9
QR : @) X = X,
T =9z — 3y 4 0
dx 2 1
— =—6x+5 .
R T U X
Y
hd- 4 0 2
7t Sz + 4y
Solugoes:
e~ [p(z)d
1. Em todos os itens, usaremos a féormula y2(z) = y1(z) /W dz, tendo o
1

cuidado de verificar previamente se a equagao estd na forma normal.

(@) ¥'+2y' +y =0 y(z)==ze”
A equagdo esta normalizada.

Temos:

e~ [ p(z)dx

@ = e [

dxr
yi(2)
—2z
e
26—2:0 dl’
2dx =
-1

—x
ze /
s ze Tt
= ze T _
—x
= —e "

() ¥+ 9y =0; y1(z) = sen 3z
A equagdo esta normalizada.

Temos:
6041
y2($) = 86”(31’)/md$

= sen(Sx)/%x)dxzsen(Sx)/cossecQ(Sx) dz

sen?(

= sen§3x) .(—cotg(3x))

= - %560(330)‘
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(c) 9" =12y +4y =0; yi(x) =€/
Normalizando a equagao: y” — (12/9)y’ + (4/9)y = 0.

Temos:

(12/9)x
621/3 € d

y2(x)

| “=n
eQx/S/ei:%dx
20/3 (
621/3/

0.
e Ydx

= e

. - 7 16
Normalizando a equagao: y'’' — —‘Zy/ + =y =0.
x x
Temos:
[7)xdx
e
yo(z) = x4/ g dx
7in(z) .8
= x4/"3___ﬁ;dx
7
4 xT
= x /F dx
1
= gz / —dz
= z'In(|z|).
(e) 2°y" + 22y — 6y =0; wi(x)=2"
. - 2 6
Normalizando a equagao: y'’ + —fy/ - —y=0.
x x

Temos:

—[1/zdx
y2(x) xQ/eida:

x8

lin(z™")]
2 e
xQ/x_s dx
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(f) 422y" +y=0; wi(z)=2z"2Inzx.

1
y=0.

Normalizando a equacdo: y” + P
x

Temos:
— [0dx
o 1/2 €
ya(z) = = ln(m)/ixan(x) dx

-2
zt/? ln(m)/ln L do

xT

= 2'2In(z).n" (2)
_1/2
= x/"

2. Use o método da variagio de pardmetros, para calcular a solugdo geral ou resolver
o PVIL:

(a) ¥y’ +y=senxz;
A equagdo esta normalizada.

- L. . L 2 . . ~
A equagdo caracteristica associada é, m* + 1 = 0, cujas raizes s@o m; =
i, ma = —1.
Dai a solugao geral da equagdo homogénea associada é
yn(z) = c1 cos(z) +c2 sen(x)
S—— S——

Y1 Y2

Temos que o wronskiano de yi1(z) e y2(x) é

cos(z)  sen(z)
W = det = cos®(z) + sen’z = 1.

—sen(z) cos(x)

Pelo método de variacdo dos pardmetros, buscamos uma solugdo particular
da forma

yp(x) = c1(z) y1 + c2(2) yo2;
onde

ca(z)=— / 7h(x)wgi2(x) dx e c2(z) = / 7}1(37)‘/31(:6) dx;

onde h(z) é o termo independente da equagao normalizada.

Assim,

cl(x):f/wdx e @(x)z/wdx.

Portanto

cﬂx)z—/sen%x)dmz—/(li#s(zr)) dx:%(zr)—g

Consoércio CEDERJ - Fundag¢ao CECIERJ 2014/1



’ (o) sen;(x).
Consequentemente
o) = (22— 2 )+ (2 ) e

e uma solucdo geral de 4"’ +y = senzx é

y(x) = c1 cos(x) + ez sen(x) + (%‘Em - g) cos(z) + <se”z(x)) sen(z).

(b) ¥’ +y = cos® x;
A equagao caracteristica associada é a mesma do item precedente, e a solu-
¢do geral da equagao homogeénea associada é ypn(z) = c1 cos(x) +c2 sen(z), e
—— ——
Y1 Y2

W =1

Pelo método de variacdo dos pardmetros, buscamos uma solugdo particular
da forma

Yp(z) = c1(z) y1 + c2(z) y2;
onde

c(z) = 7/7h(x)wy/2(x) dx e c2(z) :/7h(x)vg1(x) dx;

onde h(z) é o termo independente da equagdo normalizada.

Neste item,
, 2
Cl(x):—/%m(m)dx o 62(x):/wd:p.
Portanto
3
ci(z) = 0053@)
e
1 3
ca(x) = g/COS (z)dz
2
= conlhoens) 2 [ enue)ao
9 9
2
_ M + %sen(x)-
Consequentemente

i) = (258 )+ (LR 4 2)) (o)

e uma solucao geral de ¥’ 4+ y = cos®(z) é

y(@) = 1 cos(x)+ea sen(z)+ <ﬂ3(x)) cos(z)+ <M + gsen(x)> sen(z).
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y' 43y +2y = e

A equagdo esta normalizada.

A equacdo caracteristica associada é, m? 4+ 3m + 2 = 0, cujas raizes séo

mi1 = —17777,2 = 2.

Dai a solugao geral da equacao homogénea associada é

r)=c1 e " tea e
yn(z) =c1 g " te
1 Y2
Temos que o wronskiano de yi1(x) e y2(z) é
e % 6—2:0
W = det =—e ",
—eTT e

Pelo método de variacdo dos pardmetros, buscamos uma solugdo particular

da forma
Yp(x) = c1(z) y1 + c2(2) yo2;

onde

1% w

ooy = - [HBE gy - [,

onde h(z) é o termo independente da equagdo normalizada.

Entao,
r —2x T —x
cl(ac)z—/%dx e Q(m)z/%dm.
Portanto
2x
c(z) = /621 de = <
e
63:0
c2(x) = — /egw dz. = —3
Consequentemente
2x 3z
e e
Yp(z) = 7@1(90) - ?492(1’)

2y" + 2y +y =4V

1
Normalizando a equagao: y” +y' + 3= 2z
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- . . 1 . -
A equagdo caracteristica associada é, m? + m + 5 = 0, cujas raizes sao
-1+
mi — .
2

Dai a solugao geral da equacao homogénea associada é

yn(z) = c1 e " cos(x/2) +c2 e *sen(x/2)

Y1 Y2

Temos que o wronskiano de yi1(x) e y2(z) é

e~ 2cos(x/2) e~ ?sen(z/2) .
W = det = (1/2)e™".

—(1/2)e™ % ?[cos(x/2) + sen(x/2)] +(1/2)e” % ?[cos(x/2) — sen(z/2)]

Pelo método de variacao dos pardmetros, buscamos uma solugdo particular
da forma

yp(x) = c1(x) Y1 + c2(x) yo;

onde

ca(z)=— / 7h(x)wgi2(x) dx e c2(z) = / 7}1(37)‘/31(:6) dx;

onde h(z) é o termo independente da equagdo normalizada.

Entao,

B 2vz e~ ?sen(z/2) [ 2yze " ?cos(x/2)
c1(x) = f/ (/2> dz e c2(x) 7/ /2 dz.

Isto é,

ci(z) = —/4\/5 e sen(x/2) dx

c2(z) = /4\/5 e/ cos(x/2) da.
Consequentemente uma solugio geral de 23" + 2y’ +y = 4\/x é

y(z) = c1 e ?cos(x/2) + ca e " *sen(x/2)—

_ ( / 4T 1D sen(z)2) dac) e*z/2cos(x/2)+< / 4T /D cos(z)2) dm) e 2sen()2).

(e) 4y" —y =ze"/?,
y(0) = 1,4'(0) = 0;

. ~ 1 ze®/?
Normalizando a equagdo: y” — V=2
- . . . o 1 . . ~ 1
A equacdo caracteristica associada é, m* — 1= 0, cujas raizes sdo mi1 = e
1
me = —=
)
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Dai a solugao geral da equagdo homogénea associada é
@/ (—2/2)
yn(z)=c1 e +e2 e

y1 v2
Temos que o wronskiano de yi1(z) e y2(x) é
ez/2 671/2

W = det =-1L
(1/2)e”?  —(1/2)e~"/?

Pelo método de variacdo dos pardmetros, buscamos uma solugdo particular

da forma
yp(x) = c1(z) y1 + c2(2) yo;

onde

a(z)=— / h(z) y2(2) dz e co(z) = / 7}1(37)‘/31(:6) dz;

w

onde h(z) é o termo independente da equagao normalizada.

Assim,

z/2 (—x/2) z/2 _x/2
M@:_/ggj;_ﬂme M@:/E;:;_

—4 —4

ou seja ci(x) =x2/4 e ca(z) = f/xez dx = (" — xze”) /4.
Dai,

yp(x) = _[($2)/8] 6(1/2) + [(ez _ xez)/4]e(fz/2);

e uma solugao geral de 4y” — y = ze®/? &

y(@) = e16”/ - eae™% — [(0%) /8] €D (€7 — we”) 412,

Para concluir, precisamos determinar c; e ¢ tais que y(0) = 1,3'(0) = 0.

Tem-se

2 x x
T e’ — ze o
y(x):<cl, 8)61/2+(C2+ . )e /2
1

1 x? —xe” 1 e’ *
/ _ = z/2 - s z/2 -4 —z/2 —z/2 = c -4
y'(z) = 4xe +2(c1 8)6 +< 1 e )e 2<C2+

)

1201+(02+1/4)
0201/2— (CQ+1/4)

de onde calculamos ¢1 = 2/3 e c2 = 1/(12).

Finalmente, a solugdao do PVI proposto é
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(f) 29" +y' —y=2+1,
y(0) =1,4'(0) = 0.

1 1 1

Normalizando a equacdo: 3" + §y’ — Q= x;r .
- . . . . 11 . . -
A equacdo caracteristica associada é, m° + 373 = 0, cujas raizes sdo

m; =—1lemg ==

2
Dai a solugao geral da equagdo homogénea associada é

- (@/2)
yh(z)=c1 e Fe2 e
Y1 Y2

O determinante wronskiano de y1(z) e ya2(z) é

e 7 61/2

W = det = (3/2)e /2.
—e " (1/2)e*/?
Procuramos agora uma solugao particular da forma
h(x). h(z).
yp(z) = (7/7@)”1/{2@) dx) Y1+ </ 7@)‘/3} (z) d:v) Y2;

onde onde h(x) é o termo independente da equagdo normalizada.

Temos

_/w(m:_é/(m-}—l)e’cdm:—%xe@

/ h(w)lil(x) dz — % /(x +1)e e =2 (5 +1) e

Yp(x) = (—éxe") e T+ (_2 (% + 1) e—x/2) /2.

e uma solucdo geral de 2y" +9' —y=x+ 18

_ 1 _ 2 _ .
cre ® 4 egel®? 4 <f§xez>e i (§(x+3)e 1/2)6 /2,

y(z)

_ 1 2
= ce x+026(x/2)—§x—§(x+3)

= cre " 4ce®? g2

Resta determinar ¢; e ¢ de modo a ter y(0) = 1,3(0) = 0.

Temos y'(z) = —c1e”* + coe®/? — 1, de modo que

c1+ec—2=1

0)=1,40) =0 =
y(0) = 1,4°(0) {c1+cQ1—o

Entdo c; = 1,co =2 e a solugdo de 2y +9' —y =z + 1,
y(0) = 1,4'(0) = 0 é a fungdo

y(z) =e "+ 2/ — g -2,
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3. Calcule a solugédo geral ou resolva o PVI:

Observagao: Em todos os itens vamos utilizar o mesmo procedimento: primeiro
vamos calcular uma solugao geral (pelo método matricial, i.é., de autovalores, auto-
vetores e, se necessario, autovalores generalizados. Em seguida, se o problema pedir,
vamos determinar os parametros que determinam a solucdo do PVI. Na maior parte
dos exercicios, daremos apenas os resultados dos passos principais. E importante
que vocé verifique os calculos e faga todos os detalhes que achar necessarios para
uma boa compreensao da solugdo, e também - é claro-, verificando as divergéncias
de resultados, etc..

Sendo,de modo geral, A = a matriz do sistema,

lembre que a equagdo dos autovetores é

a1l — A ai2

det(A— NI) = det =0.
a21 22—

Também, para cada autovalor A, o(s) autovetor(es), v associado(s) é (s@o) ob-
tido(s) ao resolver a equagdo matricial

air — A a2 7—?

a1 22— )\

% =2z + 2y
(a) 1 ¢ ,
e A + 3y
dt
Solugao:

O sistema foi apresentado na forma explicita.

.. 2
Passando para a forma matricial, temos ~:

2 2

X' = X,

2definindo X () =

Consoércio CEDERJ - Fundag¢ao CECIERJ 2014/1



11

A equagao dos autovalores é

det =0;

isto é,
M —BA+4=0,

cujas raizes sao

A1:1 (] A2:4.

Resolvendo a equagao dos autovetores para A = 1, temos

2—1 2 (%1 0
1 3—-1 V2 0
Ou seja
v1+2v2 =0
v1+2v2 =0

Concluimos entao que os autovetores associados a A1 sdo da forma

721)2
71 =

V2

Podemos escolher qualquer autovetor, desde que nao seja o vetor nulo. Por
exemplo

-2

V=

1

Dai formamos a primeira solu¢ao do sistema:

Xi(t) = Viett, 16 Xa(t) = e,

Ou seja

—2v1 +2v2 =0
v17v2:0
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Concluimos entao que os autovetores associados a A2 sao da forma

U1
Vi =

U1

Podemos escolher qualquer autovetor, desde que nao seja o vetor nulo. Por
exemplo

Vs =

1

Dai formamos a segunda solugao do sistema:
— =
Xo(t) = Vae™t, 16 Xa(t) = e,

E agora temos os elementos para escrever uma solucao geral:

—2 1
?(t) = e+ e

Na forma explicita, a solucdo geral fica

x(t) —2cre’ + coett

y(t) ciret + coet

ou
z(t) = —2cie’ + coet
y(t) = cie’ 4 caet

Solugao:
O sistema ja esta na forma matricial. Temos:
Equagéo dos autovalores: A\? 42\ — 80 = 0.

Autovalores \; = —10 Ao = 8.
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Autovetor associado a \1 = —10: 71 =

Primeira solugao do sistema:

1
?1(%) — e—le

4
5/2
Autovetor associado a A2 = 8: 72 =
1
Segunda solucdo do sistema:
5/2
?2(1.) _ 681
1
Solugao geral:
1 5/2
1_}(17) =c e 107 4 ¢ 5.
4 1
d
d_j = (-5/2)z + 2y
(c) ;
dy
= = 4)x —2
W (3/a)0 2
Solugao:
Colocando o sistema na forma matricial:
-5/2 2 z(t)
Z' = Z Z@) =
3/4 -2 y(t)

Equacéo dos autovalores: \? 4 gx\ + g =0.

Autovalores A\; = —g Ao = —1.

. 7
Autovetor associado a A\1 = 75: 71 =
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Primeira solugao do sistema:

Z(t) _ o= (7/2)t
1
4/3
Autovetor associado a Ay = —1: 72 =
1

Segunda solugao do sistema:

4/3
Za(t) = et
1
Solugao geral:
-2 4/3
7(75) = eI 4y e "
1 1

Na forma explicita, a solucao geral fica

x(t) = —2c1e” /Dt 4 (4/3)cae?
y(t) = cre” (/D L ot

—4 2

@ X' = X,
(=5/2) 2

Solugao:
O sistema esta na forma matricial.
Equacéo dos autovalores: A\? + 2\ —3 = 0.

Autovalores \; = —3 Ao = 1.

Autovetor associado a \1 = —3: x7{ =
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Primeira solugao do sistema:

2
H
X1 (t) = E_St
1
1
Autovetor associado a A2 = 1: 72 =
5/2
Segunda solugdo do sistema:
1
H
Xo (t) = 6Zt
5/2
Solugao geral:
2 1
Y(t) = et e
1 5/2

Xz/:<1/2 0 )Xz

0 —1/2
X(0) = (3,5)

O sistema est4 na forma matricial.
Equacio dos autovalores: A\* —1/4 = 0.

Autovalores A\; = —1/2 A2 =1/2.

0
Autovetor associado a Ay = —1/2: ?1 =
1
Primeira solugao do sistema:
_>
Xi(t) = el /21

Autovetor associado a A2 = 1/2: @ =
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Segunda solucdo do sistema:

1
)?Z(t) o(1/2)t

Solugao geral:

0 1
?()(t) = e~ WDt 4 ¢y /21,

1 0
Ou ainda
z(t) coet/Dt
y(t) cre” /2

Utilizando os dados iniciais, devemos ter

026(1/2)0 3

cre=(1/2):0 5

Assim ¢; = 5 e co = 3. Portanto a solugdo do PVI é

5 (1/2)t
X(t) =

3e—(1/2)t

. E:3xfy
R ,
E=9x—3y

Escrevendo o sistema na forma matricial:

ol IR b T B

9 -3 y(t)

Equacéo dos autovalores: A% = 0.

Os dois autovalores sdo iguais: A1 = A2(= ) =0 3.

~ . . -
3 Autovalores podem valer zero. Autovetores ndo podem ser iguais a 0
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1
Autovetor associado a A = 0: x71f =
3
Primeira solugao do sistema:
1 1
.%
Xi(t) = 0t _
3 3
ATENCAO !!!' : Como vimos na Aula Dezoito, neste caso uma segunda
solucédo é dada pela expressao
— >
Xo(t) = [tﬁ + Wl] et (1)

onde o vetor I/I—/l> é uma solugdo do sistema
—
(A~ X)W, = 1.

_> .
No caso, para calcular Wi, precisamos resolver

3—A -1
—
‘ Wi = 71;
A=0
9 —-3—-A
ou seja
3 -1 w1 1
9 -3 wa 3

Obtemos o sistema
3w1 — W2 = 1
Qw; — 3wy =3
e podemos escolher, por exemplo (fazendo wy = 0)
_>
W =
-1

Substituindo em (1), obtemos a segunda solugao
— —
&mzﬁﬁ+m}:

Portanto uma solugao geral é
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de = —6x + 5y
dt
© 9 :
Y _sr+4y
dt

Escrevendo o sistema na forma matricial:

o PR R | "

Equacéo dos autovalores: A\ + 2\ +1=0=0.
Os dois autovalores sdo iguais: A1 = A2(= ) = —1.
Novamente s6 temos um autovetor (a menos de multiplos) associado a A = 1,

1
a saber 71 =

Primeira solugao do sistema:

Uma segunda solucao é dada pela expressao
— —1 _
Xo(t) = [tﬁ + Wl} et (2)
—> ~ .
onde o vetor Wi é uma solugdo do sistema

(A= MW, = V.

Neste exemplo, precisamos resolver

6— A\ 5
H
‘ Wi = 71;
A=—1
-5 4—-A
ou seja
-5 5 w1 1
-5 5 w2 1

Obtemos o sistema,

)

—dwi + dwe =1
—bSw; + 5wz =1
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e podemos escolher, por exemplo (fazendo wy, = 0)

W =
1/5

Substituindo em (2), obtemos a segunda solugao

1 0
—
Xo(t) = |t + et
1 1/5
Portanto uma solugao geral é
1 1 0
Y(t) = et |t +
1 1 1/5

— =2 4
. 7 T+ 4y
() {
Yo oy 6y
dt
Solugao:

Repetimos o raciocinio:

Escrevendo o sistema na forma matricial:

2 4

3 3 Re-| Y

-1 6 y(t)
Equacéo dos autovalores: A\* — 8\ + 16 = 0 = 0.

Temos A1 = A2(=A) =4.

Um autovetor associado a A =4 é ?1 =

Primeira solugao do sistema:

T3 4t
e,
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Uma segunda solugao é dada pela expressao
— —1 _
Xo(t) = [tVHWl] et (3)
—> ~ .
onde o vetor Wi é uma solugao do sistema

(A= AW, = 1.

Aqui, precisamos resolver

2—A 4
_>
‘ Wi = 71,
A=4
-1 6-A
ou seja
-2 4 w1 2
-1 2 w2 1

Obtemos o sistema,
—2’[1)1 —|— 4’[[}2 =2
—w1 +2ws =1

e podemos escolher, por exemplo (fazendo w1 = 0)

V—Viz

1/2

Substituindo em (3), obtemos a segunda solugao

2 0
v_>
Xo(t) = |t + et
1 1/2
Portanto uma solugao geral é
2 2 0
?(t) =c e 4o |t + et
1 1 1/2
Para finalizar, devemos calcular c; e ¢z tais que
2 2 0 -1
o e 1oy o I G40
1 1 1/2 6
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Assim,

261 = -1
1+ (1/2)ca =6
Dai ¢1 = —1/2, ¢2 = 13/2 e a solugao do PVI é

2 2 0
X(t) = (~1/2) el +(13/2) |t + e,

1 1 1/2

03— 12 -9 3
4 0
2 1

0 X' = X
0 2
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