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Calculo Il = AD2 (2012/1) - Gabarito

| Solugdo da Questdo 1 a) ‘

a) Facaamudanca U=+/e“—1 . Fazendo isto, temos

du =e—dx=e—dx:>2udu =e’dx

26" —1 2u

Desta forma, obtém-se e*+/e* —1dx = 2u®du
—_—

=u

Facaamudanca U=+e*-1=u’=¢e"-1=u*+9=¢"+8

Vejamos como mudam os extremos de integracgao:

x=0=u=+€"-1=0 e x=In10=u=+/e"°-1=410-1=3. Substituindo na integral, fica:

N0 |, 3 ) 3 ., 3
— + —
e*+8 u“+9 u-+9 u-+9
0 0 *)
1 u 1 u
Pela tabela de integrais, |——— = —arctg— logo fazendo @ =3 temos > = —arctg—
u+a” a a u"+9 3 3

Substituindo em (*) e usando o TFC fica

In10 . x4 3 3
J. exe—ldX= J (2- 218 )du=[2u—6.arctg£} =[6—6.rctgl |- 6.arctg0 :6—6.1:6—3—”
e’ +8 5 u:+9 31 4 2

| Solugdo da Questdo 1 b) ‘

Em primeiro lugar, observamos que o integrando nao é uma fragcdo prépria. Devemos portanto,
inicialmente, efetuar a divisdao de polinémios:
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257 4372 + 2 +171x° +10x2 + 81| X° +18x° +81x

5 2x°
Resto x* _9x® +19x?—81x+81 i

Assim
2X" +37x° +x* +171x% +19x% +81 = (2x* +1)(x° +18x° +81x) + (x* —9x> +19x* —81x +81) e
portanto

2x" +37x° + X" +171x° +19x* +81 o 4 1a X* —9x® +19x* —81x +81
X° +18x° +81x X +18x° +81x

O denominador da ultima fracdo pode ser fatorado como

x> +18x° +81x = x(x* +18x* +81) = x(x* +9)?,

logo

2x" +37x° +x* +171x° +19x* +81 o 14 X* —9x° +19x° —81x +81

(a)
X° +18x° +81x X(X? +9)?

Vamos decompor esta ultima fragdo em fragdes parciais:
x*-9x*+19x2-81x+81 A Bx+C Dx+E _
X(X? +9)’ X Xre (X197
A2 +9)? +x(Bx+C)(x2+9) + X(DX+E)
- X(X2 +9)? -
_(A+B)X* +Cx® + (18A+9B + D)X +(9C + E)x +81A
- X(x% +9)?

Igualando os numeradores, devemos ter

A+B=1
18A+9B+D =19 :{ =[D=1]
9C +E =81 E=0
81A=81=[A=1]
Logo
xt-oxr19x-8ix+81 1 9 X
X(X% +9)? X X%+9 (x2+9)%

Substituindo em (a), fica:
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9 X

2x7 +37x° +x* +171x° +19x* +81 .
X2+9 (X?+9)?

X° +18x° +81x

2x° +1+1—
X

De volta a integral indefinida, temos portanto:

2x" +37x% + x* +171¢ +19x% + 81 1 9 X
dx = |(2x* +Ddx + |=dx— |——dX+ |————dx =
J .[( ) -[X '[X2+9 '[(X2+9)2

X° +18x° +81x
2 . 9 X
=—X"+X+In|x|- dx + |———dx *
3 ] Ix2+9 J.(x2+9)2 ©
@ @

Na integral (1), segue do item anterior que

9 1 X X
IXZ 9 dx = 9.§arctg (EJ = 3arctg (gj

du
Na integral (2) , podemos usar a substituicdo simples U= x> +9 = du = 2xdx = xdx = > e fica

du 1 1

Idez [ .
(x%+9)2 02 20 2(x*+9)
(2)

Substituindo em (*), tem-se

B
2(x°+9)

J‘2X7 +37x° +x* +171x% +19x° +81 2

= dx:—x3+x+ln|x|—3arctg(§j
X +18x° +81x 3 3

| Solugdo da Questao 2 a) ‘

Por defini¢do, para um valor de S € R fixado, tem-se:

+00

T
J e ™ costht=TIim Je‘s‘ cos 2t dt (*)

—>+0
0

Pelo que foi visto no caderno didatico, uma condicdo necessaria para a convergéncia da integral é que a
fungio f(t)=e ™ cos2t satisfaca lim f(t)=0.
t—>+0

Se S=0,entdo f(t)=c0S2t e nio existe, portanto, lim f(t).
t—>+o

Se $<0,entio —S>0.Dai lime™ =+ e dai também n3o existe lime ™ cos2t.

t—+o0 t—>+o0

Em particular, se S<0, aintegral é divergente.

Restaocaso S>0.
Calculemos, paraum valorde T >0 fixado, aintegral definida em (*).
inicialmente, obtenhamos a primitiva
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J. e cos2tdt.

Usando integracao por partes, fagamos

2012/1

et du = —se~*'dt
= sen 2t
{dv=costht V= 5
Assim
J e cos2tdt =™ senat I —se™™ sen2t dt=e™ sen2t 42 J e “'sen 2t dt (**)
2 2 2 2
%/—/

()

Usando integracdo por partes novamente, agora em (ll), facamos:

. du = —se*dt
= —Cos 2t
{dv: sen 2t dt V=
2

s 2t s 2t
a integral (I1) fica j e sen2tdt=—e™ sl _ I se™ co dt =—e
Substituindo em (**), fica:

sen2t s cos2t s

J e "cos2tdt =™ T+§ - 5 I e * cos 2t dt

—_— —_—
) ()]

4 Sen2t s 2

= I e cos2tdt=e —Ze’St cos 2t —SZ J e " cos 2t dt

| |
() Q)

(1)

- C0S2t S J. e cos2tdt.
2 2

| S —
(M

Isolando no lado esquerdo os termos comuns contendo a integral (l), fica:

—st

[2sen 2t —scos 2t]

2
(1+ s—) I e cos 2t dt = e >N 2t ~Setoosat=2
4 4 4
| —
!
—st
= j e cos2tdt = S 4[ZsenZt—SCOSZt]
s+

%/—J
()
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Assim, usando o TFC, a integral definida em (*) fica

T —st =T
Ie’“ cos2tdt = — 4[Zsen 2t—scos2t] =
s  +
0 t=0
()
—sT e—sO e—sT
2sen2T —scos 2T |- 2sen(2.0) —scos(2.0)] = 2sen2T —scos2T ]+
sz+4[ ] sz+4[ (20) (2.0)] 52+4[ ] s?+4

Enfim, substituindo em (*), fica

[s+e™"(2sen 2T —scos2T) | =

52 +4 T+

+00
Ie‘Stcosztdtz lim —
5 T—>+0 § +4

> 4 lim [%e‘ST(ZsenZT —scosZT)}
s“+4

Como estamos considerando o caso S >0, temos que lim (=sT)=—o0o= lime™" =0.
T >+ T o+

Como a fun¢do Y(t) = 2sen2t —s.cos2t é limitada ( mais precisamente | y(t)|<2+S, paratodo teR),

+00
segue que lim [e_ST (2sen 2T —scos 2T)] =0 e portanto J. e cos2tdt = 5
T >+ I S”+ 4

+00

_ 1
Lembremos que queremos obter os valores S € R para os quais se tem I e cos2tdt = g , 0uU seja,

0
S 1
——=-=5"-55+4=0=|s=1ous=4,
s“+4 5
Solugdo da Questao 2 b) ‘
+00 1
Analisemos a convergéncia da integral j —
2+ xe
2
Primeiramente, note que valem as seguintes estimativas:
0<xe¥ <2+ xe™ (para X>0) eque Xx>2=2e¥ <xe¥.
SX SX SX 1 1 e_sx
logo: X=>2=>2e” <xe”’ <2+xe” =0< <= (*)
2+Xxe 2e 2
(Caso 1: S>0) neste caso tem-se lim ™" =0 e portanto
T—>+0
+0 —SX T e—SX _ —SX e—
J. ~——dx= lim J. ~——dx=lim = lim —|e™® e‘”]:—
5 T—>+o 2 T >+ 2s T—o+0 29 2s
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e
€ . . - ~
ou seja, a integral I de ¢é convergente e portanto, aplicando o critério de comparagdo em (*) segue

2

+o0

que I —SXdX é também convergente no caso em que $>0 .
5 2+ Xe

(Caso2: s<0)

Neste caso, lembrando que estamos interessados no intervalo de integracdo de X > 2 , temos que

1 1
e¥ <e’=1=xe¥ <Xx=2+Xxe¥ <2+X < X+X=2X ouseja, 2+Xe¥ <2X=>—<———
x>0 x>2 2X 2+ xe
400
Segue portanto do critério de comparacdo que I —SXdX é divergente neste caso, uma vez que
2+Xxe
2
+00
1 .
I —dXx é divergente.
5 2%

Portanto, a integral é convergente caso S >0 e divergente, caso S<0.

Solugdo da Questdo 3 a) ‘

A regido considerada é mostrada na figura 3.1 a seguir:

/\y
N
02
1 y=2x"1
\\_ 18 I, y=4x+6 \\ y=2x2/ i
—————— - ————— ,y=4x
:\ [ . S i
1\ I \ :
i\ i \ !
P 6 i % '
1 5 | . |
\
E (W - i vl RGY
1 /:(“"'" ; 1 \\/ :
: # I\ I : // \ 1
R i i - p N r(x) ! -
/ -1 1 3 P - G>X
Figura 3.1 Figura 3.2

Note que o eixo de rotagdo é o eixo X e como a integragdo tem que ser feita em relagdo a X, o método
dos discos ou arruelas é o indicado. Na figura 3.2 é mostrada a arruela tipica correspondente ao problema.
O solido é mostrado na figura 3.3
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y A

B
A4
=

Figura 3.3

Observemos que R(X) =4x+6 e r(x)=2x*, emque 0<Xx<3.

Assim, denotando o volume por V , temos que:

V= ﬂ?][(R(x))z —(r(»))* Jdx = ngj[(4x+6)2 —(2x°)* Jdx =;z3j(4x4 +16x? +48x +36)dx

| Solugdo da Questado 3 b) ‘

O sdlido é o mesmo exibido na figura 3.3 anterior.

Para calcular o volume deste sélido por integragdo em relagdo a Y, observe que o método das
cascas cilindricas é o indicado.
Vamos dividir a regido dada em duas regides R1 e R2 , como mostra as figuras em 3.4 a seguir, e entdo
somar os volumes dos sélidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo X.

4 /\y
\ I
\ \ T
\ 18 \ 18 o
\ \ :
\ \ hiy) :
\ \
\ \ R, :
\ 6 \ 6 | :
\ // \ # R 1
\ \ 7 |
/ / 1 !
N 7\ r(y) -
2 N\ Z '\ :
7/ \ /7 \ | Vi i
/’ /’ 3 \-9‘ g
Figura 3.4
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Neste caso naregidoR; para 0<y <6 resulta r(y)=y e h(y)= \g—o = \/g, logo denotando por

V1 o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x, temos que

6 6
y
V, =27z |r(y).h(y)dy =27 |y,[= dy
=2 n;

Analogamente na regido R, para 6 <y <18 resulta r(y)=y e h(y)= \/%—%6 ,logo denotando por

V2 o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x, temos que

V, =27 r(y).h(y)dy = 27 | y{@ —VT“S}dy

6 18
/y /y y—6
V =2r =dy+2r e [0
Jy > Y+ !y[ 5 4 }y

Solugdo da Questao 3 c) ‘
Note que o eixo de rotagcdo é o eixo Y e como a integra¢do tem que ser feita em relacdo a X , o método

Assim neste caso

das cascas cilindricas é o conveniente.
A figura 3.5 mostra a casca tipica associada ao problema, em que h(X) = (4x+6) —2x* e r(X) =X, com
0<x<3.

AY
y O
b ]
\ y=2x"1
\ | y=4x+6 >
\ ‘ \ /
\ N 7
\ /
\ \ /
\ sl 7
\ 2
\ =l
\ ,r(x)
\ /7 =5
> 4
A
2\
? N > X
>X
F
Figura 3.5 Figura 3.6

Assim, o volume V do sélido é dado por

3 3 3
V =2r Ir(x).h(x)dx =2r Ix(4x +6-2x°)dx =27 J.(6x+4x2 —2x%)dx .
0 0 0

O solido é mostrado na figura 3.6 .

Solugdo da Questao 3 d) ‘
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Note que o eixo de rotagdo é o eixo Y e como a integra¢do tem que ser feita em relagdo a y, o método
dos discos ou arruelas é o indicado.

Como no item b), vamos dividir a regido dada em duas regides R1 e R2 , como mostram as figuras em 3.7 a
seguir, e entdo somar os volumes dos sdlidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo Y .

¥ T
_ X Y
x=,/= x= (=
\ 2 ) \ I "
\ 1", 38 \ Zl,xzy_6
\ 184+ ------ 4 \ 7]
\ | \ R :
\ 1 \ 7 1
\ | \ |
\ R2 1 \ RZ 1
\ 6, ! \ 6 | :
\ 4 1 \ 4 1
/7 | /7 1
e A e 2
/7 /7
z N X ! s \\ :
0 § N\ | 1 7/ 1 [
% >Xx
7 3 \-'4 7 3 \y]
Figura 3.7

Neste caso naregidoR; para 0< Yy <6 resulta R(y)= \/% , logo denotando por V, o volume obtido

ao girar esta regido em torno do eixo y , temos que

V. =n6j R(y) * dy =n6j \ﬁ 2gy =n6jldy
' 0 0 2 0 2
Analogamente na regido R, para 6 <y <18 resulta R(y)= \/g er(y)= yT_6 , ,Jogo denotando por

V2 o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo y , temos que
18 18 2 2 18 2
_ 2 2 B Y| (Y- 6 B y (Y -6
v, = nej[ R(Y) *= r(y) * |dy = ”J[[‘/z } [—4 j lay=x | 3 [—4 ) dy
Assim neste caso

6
\Y =7r-[
0

N <

18 2
y (y-6
dy+7z[| 2-[ 221 |dy.

Solugdo da Questdo 3 e) ‘

Note que o eixo de rotag3do é a reta vertical X = 3. Neste caso, 0 método das cascas cilindricas se aplica
bem. A casca tipica é mostrada na figura 3.8 abaixo.

Péginag
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84
y=2¢
\ 1
\ :l /y:4x+6
\ 18
\ |
\ i
\ 1
\ i
\ 1
h(x) 1
\\/// r(.\‘):
2\ |
Z '\ 1
7/ N :
rd 1 X
7 |
WO
1x=3
Figura 3.8

AD2 — Gabarito

Y
=

2012/1

A= ——_———

LX
Figura 3.9

G

Tem-se N(X) = (4x+6)—2x* e r(x)=3-X,com 0<Xx<3. Ovolume V do sélido é portanto dado

por

3 3 3
V =2r Jr(x)h(x)dx =2r I(3— X).(6+4x —2x*)dx = 27 j(18+6x —10x* +2x°)dX..
0 0 0

O sodlido é exibido na figura 3.9.

Solugdo da Questao 3 f) ‘

Note que o eixo de rotagdo é a reta horizontal Y =18. Neste caso o método dos discos ou arruelas é o
indicado. A arruela tipica é mostrada na figura 3.10 e o sélido na figura 3.11.

Fundagdo CECIERJ
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Figura 3.11
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Célculo Il AD2 — Gabarito 2012/1
Aqui R(X) =18—-2x" e r(x) =18—(4x+6) =12—4x, com 0< X < 3. Assim
(R(X))* =(18—2x%)* = e (r(x))*=(12-4x)*.

Portanto, o volume do sélido é dado por

V= 7r3f[R(x)2 - r(x)2]dx = ﬂ}[(18—2x2)2 —(12—4x)2}dx = n]‘[180+96x —88x* +4x* }dx :

0

| Solugao da Questao 4 ‘

Notemos inicialmente que se um par (X, Y) satisfaz a equacdo que define a curva, entdo os pares (—X, Y)

(X,—y) e (=X,—y) também satisfazem, uma vez que, paratodo t € R tem-se
(—t)° = 3/(—t)2 _ g/t_z _ 23

Assim a curva é simétrica com relacdo aos eixos x ey, e também relativamente a origem.
A curva é esbocada na figura 4.1 a seguir:

y
1 y

W

(=x.») (x.3)
x. )
1 1 X Rt
-1 1 X
(_x’_y ) (x’_y )
-1 e
Figura 4.1 Figura 4.2

Devido as simetrias vistas acima, o comprimento total da curva é quatro vezes o comprimento de um
trecho contido em um dos quadrantes. Basta-nos portanto calcular o comprimento de um destes trechos,
por exemplo aquele contido no primeiro quadrante (X>0 e Y >0), como mostrado na figura 4.2 acima.

De acordo com a aula 29 do caderno didatico, se uma curva é dada por Y = Y(X) ,com a<Xx<Db, entdo
seu comprimento é dado por

L= l] 1+ (y'(x))* dx

Calculemos Y'(X) por derivagdo implicita na equag3o da curva :

Péginal 1
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2 2 1/3 2/3
—x‘“3+—y‘“3.y':0:>y':(lj :(y')Z:(XJ =
3 3 X X

y 2/3 X2/3+y2/3 1 /
1+(y")? :1+(;J == = = J1+(y)? =x1®

X

Desta forma, o comprimento do trecho da curva compreendido no primeiro quadrante é dado por

1 23 |t

L= jx‘l’s dx = >
] 2/3

= E unidades de comprimento.
0

3
Logo, o comprimento total da curva é 4.5 =6 unidades de comprimento.
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