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Nome: Matricula:
Polo: Data:
Atencao!

e |dentifique a Prova, colocando Nome, Matricula, e O desenvolvimento das questdes pode ser a lapis. No entanto,
Polo e Data; as respostas deverdo estar necessariamente a caneta;

e E expressamente proibido o uso de calculadoras; e E expressamente proibido o uso de corretivo nas respostas.

e Devolver a prova e a folha de respostas ao res- e As respostas devem estar acompanhadas de justificativa.
ponsavel; Respostas sem justificativa ndo serdo consideradas.

Questdo 1 Todos os itens dessa questdo referem-se a funcido f : R? — R tal que
flz,y) =y’ (e = 2) —x(2” = 3).
(a) (2.0 pt) Determine os pontos de maximo e minimo relativo, e os pontos de sela, de f.

(b) (2.0 pt) Determine o valor maximo global e o valor minimo global de f na regido triangular T

de vértices (0,0), (2,2) e (—2,2), sendo que a regido 7" inclui os lados do tridngulo. Esboce a
regiao 1.

(c) (1.0 pt) Suponha que as varidveis u e t dependem das varidveis = e y de modo que (u,t) = (—1,0)
para (z,y) = (1,1),

ou . ou L, ot B at B
GLD=1 (1) =2 Z(L1)=3e 7 (11)=4

Se f(z,y) = g(u(x,y),t(z,y)), com u(z,y), t(x,y) e g(u,t) sendo funcdes diferencidveis,

calcule 9
9
—(—1,0).
at( ? )

Solucao:

(a) Calculando g e a—f e em seguida, igualando-os a zero para achar os pontos criticos, temos:
T Y

af a9 9.2 2 _
%(x,y)—i’) 3z +y° =0,

g—;(x,y):2y(x—2):0:>2y:0, T—2=0=y=0, o=2.

Logo, substituindo y = 0 em 3 — 322 4 y? = 0, obtemos que x = £1, onde obtemos os pontos
criticos (—1,0), (1,0).
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E, substituindo z = 2 em 3 — 322 + y? = 0, obtemos que y = +3, donde obtemos os pontos
criticos (2, —3), (2,3).

Logo, os pontos criticos de f sdo (—1,0), (1,0), (2,—3) e (2,3).

Também, calculando a Hessiana temos:

0> 02 0> 2
Hiwy) = Gy Ly - (5-@)
= —6z-2(zx—2) —4y?
= —4 (3ZL‘2 — 6z + yQ)

o2 f
e @(x,y) = —06w.

Assim, para o ponto critico:

e (—1,0), temos H(—1,0) = —36 < 0. Logo, o ponto (—1,0) é um ponto de sela.
2
e (1,0), temos H(1,0) =12 >0e %(1,0) = —6. Logo, o ponto (1,0) é um ponto de
maximo relativo.

e (2,-3), temos H(2,—3) = —36 < 0. Logo, o ponto (2, —3) é um ponto de sela.
e (2,3), temos H(2,3) = —36 < 0. Logo, o ponto (2,3) é um ponto de sela.

(b) A regido triangular T estd desenhada na Figura 1, em que
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Figura 1: Exercicio 1-(b)

e [, é formada pelos pontos sobre a reta y =z, com 0 < x < 2.
e [, é formada pelos pontos sobre a reta y = —x, com —2 < x < 0.
e [ é formada pelos pontos sobre a reta y =2, come —2 < z < 2.
Como f é uma funcdo continua em T, que é um conjunto fechado e limitado, segue, pelo

Teorema de Weierstrass, que f admite pontos de maximo e minimo global em T. Esses pontos
podem estar no interior de T ou na fronteira de T. Vamos determinar os candidatos a extremos
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no interior e, em seguida, na fronteira de T.

Os candidatos no interior de T sdo aqueles pontos que satisfazem V f(x,y) = (0,0), ou seja,
(3 — 322 + %, 2y(z — 2)) = (0,0), isto &,

{3 —3r* +y* =0 = (~1,0), (1,0), (2,-3), (2,3) (peloitem (a))

2y(x —2)=0

Como nenhum dos pontos encontrados estdo em T, segue que ndo existem pontos candidatos a
extremo global de f no interior de T.

Vamos, agora, determinar os candidatos a extremos de f na fronteira de T, que é formada pela
reunido dos segmentos de reta representados por Ly, Ly e L3. Faremos isso, determinando os
candidatos a extremo em cada um destes segmentos.

Para os pontos que estdo em L, aplicamos o método de Lagrange, determinando as solucoes
do sistema

gz, y) =y—x=0
com 0 < z < 2, ou equivalentemente
331 +y? = -\
2y(z —2) = A
y—x =0
com 0 < z < 2. Das duas primeiras equacdes, obtemos que 3z% — y? — 22y + 4y = 3. E,
substituindo y = x nessa equacgdo, segue que xr = 1 Consequentemente, y = % eN=—

15
33 5
Note que o ponto <Z’ Z) esta no interior do segmento L; e que os pontos da fronteira de L

também sdo candidatos a extremo global de f.

Consequentemente, os correspondentes candidatos a extremo global de f em L; s3o: (2, %)
(0,0) e (2,2).

Analogamente, para os pontos que estao em Lo, temos de determinar as solugdes do sistema

com —2 < x < 0, ou equivalentemente
3—3z2+y* =\
2y(x —2) = A
y+x=0

com —2 < x < 0. Das duas primeiras equacdes, obtemos que 3% — y? + 22y — 4y = 3. E,
substituindo y = —x nessa equagao, segue que r = 1 Consequentemente, y = -5 A= 1—85
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Note que o ponto (%, —%) esta no interior do segmento Ly e que os pontos da fronteira de Lo
também sao candidatos a extremo global de f.

Consequentemente, os correspondentes candidatos a extremo global de f em L, s3o: (%, —%)
(_27 2) € (07 O)

De forma andloga, para os pontos que estao em L3, temos de determinar as solu¢bes do sistema
Vi(z,y) = AVgs(z,y)
g2(2,y) =y —2=0

com —2 < x < 2, ou equivalentemente

3-32"+y*=0
2y(z —2) = A
y—2=0
com —2 < x < 2. Substituindo y = 2 na primeira equa¢ao, obtemos que x = j:\/g. Note que

para r = —\/7 e y = 2, obtemos, da segunda equacgdo, que \ = %(6 + v21). E que para

x—\/7 ey =2, obtemosqueque)\—4( 2+\/7)

Os pontos | — z, 2, z, 2 ) estdo no interior do segmento L3, logo eles sdo candidatos a
3 3

extremo global de f, bem como, os pontos da fronteira de L, isto é, (—2,2) e (2,2).

. ~ 7
Consequentemente, os correspondentes candidatos a extremo global de f em L3 sdo: (—\/;, 2) :

(\/Zz) (~2,2) e (2,2).

Na Tabela 1, com as informacGes obtidas acima, criamos uma lista dos candidatos a extremo
global de f, com os respectivos valores de f nesses pontos, e suas localizacbes em relacdo a
regiao triangular.

Concluimos pela Tabela 1 que existem dois pontos de maximo global de f, eles ocorrem em

33 3 3 , 7
(Z’ Z) e (Z’ _Z> e que o ponto de minimo global de f ocorre em (—\/g, 2)

Observacao: Vocé também pode calcular os candidatos a extremo global na fronteira de T,
usando os conhecimentos de Célculo Diferencial para funcoes de uma variavel real.
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| (zy) | f(z,y) | Localizagdo | Conclus3o |
G, %) g interior de Ly | maximo global de f
(0,0) 0 vértice de T
(2,2) —2 vértice de T
G, —Z) g interior de Ly | maximo global de f
(—2,2) —14 vértice de T
2> —%(36 +7+/21) | interior de Lz | minimo global de f

|
Oilﬂ

14 . .
-8+ 3 % interior de Ls

L N
OiI\I
(o)
N1

Tabela 1: Exerciciol-(b)

(c) De f(x,y) = v*(x — 2) — x(2? — 3) ede f(x,y) = g(u(z,y),t(x,y)), derivando f em relagdo

areay, eusando a Regra da Cadeia, obtemos que

3-8 4yt = L ey) = Py te0) - 9r(a) + D uw ), 1) - oe(2.9)
29(0 =2 = L) = Flutentlea) - Ge) + L ule0)t(o0) - 5-{n).
Substituindo (z,y) = (1,1), segue que
1 = %@(1,1),1&(1,1)) : %(1,1) + %(u(l,l),t(l,l)) : %(1,1)
-2 = %@(1,1),&1,1)) : g—Z(l,l) + %(u(l,l),t(l,l)) . 2—2(1,1).

Como (u,t) = (—1,0) para (z,y) = (1,1) e as derivadas parciais de u e t em relagdo a x, y
sao dadas, temos que

= 99 1+ 1),
1 = 8u( 1,0) 1+at( 1,0)-3
9 = 990102494 0).
2 = au( 1,0) 2+at( 1,0) - 4.
. . g dg
Resolvendo o sistema acima, obtemos que %(—1,0) = —5 e que E(—l,o) =2.
Portanto @(—1 0) =2
1 aﬁ )

Questdo 2 Se 2z = f(z,y) onde x = rcos(f), y = rsen(f) e f é de classe C?,

(a) (1.5 pt) calcule

(b) (1.0 pt) calcule 5 +

or' 00" or?' 002’

e 10 10
r2 062 r Or
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Solucao:

(a) Temos que z = f(rcos(f) ,rsen(d))

xT

Y

Assim:
0z _ Of Ov  Of Oy _ 0f of |
or 9z or dy Or  Ox 008(0) * oy Sen(e)
0z _ Of Oz  Of Oy _Oof (_ of .
% — 95 58 3y 36" 5o ( rsen(@)) + By (rcos(@)).
E,
or? or?2 or  Oyoxr Or 816‘34 ar | oyr or
*f *f *f o*f
(@ cos(0) + 2y0n sen(9)> cos(#) + <8:c—8y cos(0) + o2 Sen(9)> sen(0)
R P (0) +2 sl ——sen(#)cos(8) + &) sen? ()
Ox? Oyox oy?
. 922 2f  0f . , )
No célculo de 5,2 Usamos que 9905 — 90y’ ja que f é de classe C~.
Também
0%z (9P O 0% f Oy B of
a2 " <ax2 20 " oyox %) sen(f)) —reos(0) 7,
O*f ox  O*f Oy B of
+r (&Uay R %) cos(0) — rsen(6 )6_
2
= —rsen(f) (%( —rsen(f)) + ayax (rcos( ) — rcos(0) ==
2
+rcos(6) <6axéfy( — rsen(0)) + —=(rcos( ) —rsen(f
o 20%f o 9 DS 20%f of of
= riggsen 0)—r B0y (2sen(0)cos(6)) +r° 95208 2(0) — <%cos(0) + a—ysen(&))
(b) Do item (a), temos que:
822 1 822 1 0z o an 2 an 82f 2
E T E e T T 32O () +28y8 sen(6)cos(0) + a2 5" ()
% f O*f Pf 9 of f
+ogsen 2(0) — 28 aysen(@)cos(@) + 520 0) —- (%003(0) + a—sen(@))
1 [0f of
+- (%005(9) + 6_y56n(9)>
2 2
— % (cos®(0) + sen?(0)) + g—y{ (cos®(0) + sen?(0))
_0%f | 9%f
RN
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Questao 3 Suponha que vocé esteja escalando um morro cujo formato é dado pela equacio
z = 1000 — 0.012% — 0.02%2, onde x, y, z sio medidos em metros, e vocé esteja em pé no
ponto de coordenadas (50 , 80 ,847), o eixo positivo dos = aponta para o Leste e o eixo positivo dos
y aponta para o Norte.

(a) (1.0 pt)Se vocé andar em direcdo ao Sul, vocé comecard a subir ou descer o morro? Com que
taxa?

(b) (0.75 pt) Se vocé caminhar em direcdo ao Noroeste, vocé comegarad a subir ou descer o morro?
Com que taxa?

(c) (0.75 pt) Em que direc3o e sentido a inclinagdo do morro é maior? Qual a taxa de elevacdo nessa
direcdo? Qual é o angulo que o inicio desse caminho faz em relagdo a horizontal (eixo z positivo)?

Solucao:

(a) Temos do enunciado do problema que o vetor unitdrio @ na diregdo Sul é @ = (0,—1), veja
Figura 2. Assim,

%(50, 80) = V2(50,80) - (0, —1).

NORTE

v A

P | ESTE
Figura 2: Exercicio 3-(b)
0z 0z
Como Vz(z,y) = <%(x,y),a—y(x,y)> = ( — 002z ,—0.04y), segue que

Vz(50,80) = (—1,—3.2). Logo,
2—2(50, 80) = (=1,-3.2) - (0,—1) = 3.2.

Assim, eu comegarei a subir pois %(50,80) >0 eataxaé %(50,80) =3.2.

1

V2

(b) O vetor unitario i na dire¢do Noroeste é & = —(1,1). Assim,

42 42

0z 1 1 .
Logo, como %(50, 80) < 0, eu comegarei a descer, com taxa %(50,80) ~ —3.
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Vz(P)
IVz(P)II’

(c) A direg3o e sentido de méaxima inclinagdo é de V(50,80) = (=1, —3.2). Assim, & =

com P = (50, 80). Logo,

o veP) VP
oz = VAP e = e~ IVEO

V(=102 + (=32)2 = V1 +10.24
— VIL24,

O angulo que o inicio desse caminho faz com a horizontal, isto é, o dngulo que @ faz com a
horizontal (eixo x positivo) é 8 = 1 + arctg(3.2).
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