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Solucgoes!

Questao 1 [2,5 pts]
Resolva a equacdo diferencial

dy 1 + 2
dr — xy(l+ 2?)

Solucdo: A equacdo dada pode ser escrita na forma

dy dx
T2 0 +2%2

Integrando o lado esquerdo com relacdo a y e o direito com relacdo a

x, obtemos
Y 1
dy = | ———— dux,
/1+y2 4 /x(1+x2) o
ou seja
Ly (1+y*) + / ! d tant (3)
—In c= | ——— dx ¢ constante
2 Y z(l1+22)

Para resolver a integralda direita precisamos decompor o integrando em
fracdes parciais,

1 _é_l_Bx—i—C_(A—i-B)xQ—i-Cx—i-A
r(1+22) = 224+1 z(1+ 2?)

, A B,CeR

Igualando os numeradores:
A+ B =0, C=0 e A=1
Assim, os valores das constantes s3o

A=1, B=-1 e C =0,



1 1 x
rz(l+22) = 1+2?

Portanto,

1 dx T 1
S M — In(z) — = In(1 + 22
/:B(1+x2) x /a: /1+x2 n(z) 5 n(l+ x%) + ¢,

onde ¢; é uma constante.
Adicionando uma constante de integracdo k; e substituindo em (3),
chegamos a

1 1
5 In(14y*) = In(z) — 5 In(14 2%) + k.

Finalmente, observando que o contra-dominio da funcdo = +— In(x)
é o conjunto R, podemos garantir que k; = In(k) para algum namero
positivo k. Assim, a altima igualdade pode reescrita como

% In(1+y*) = In(z)— % In(1+ %) +In(k).

Ou seja,

In(14+vy*) = 2-In(z) —In(1+2%) +2-In(k),
In(l+vy?) = ln( vk )

2 +1

1+ = re , c=k?

Observe que n3o é possivel explicitar y em funcdo de = de maneira
anica. Temos

cr?

=y 1
y 2241

Questao 2 [2,5 pts]

Resolva



dy x—y

%_m—yZ

Solugdo: M(x,y) = —(x —y), N(z,y) =z —y>

Ent3o
M,=1=N,

de modo que a equacdo é fechada em R?. Portanto é exata.

Existe uma ¢(z,y) tal que ¢, = M e ¢, = N.

o=M=—-2+y = sO(:v,y):/[—:Ber]derh(y)

2

e
= plr,y) = 5 tyrt h(y)

Ora, p, = N =2 — y*.
2

d
Isto é d—[— % +yx + h(y)| éigual a z — y2. Assim,
Y

v+ h(y) =z -y

de onde concluimos que /'(y) = —y? e portanto
3
hy) = Lig
3
Entdo , ,
x
pla,y) = -5 +yr - ‘%JrCl

E as solucdes da equacdo dada sio definidas por

IQ 3

—?—i—yx—%—i-C’l:Cg

ou (englobando as duas constantes numa sé)

CC'2 3

vy _
2+yx 3—0



Questdo 3 [2,5 pts]
Achar a a solugao geral de

y//_5y/+6y:€x

Solucao: A solucao geral da equacao homogénea associada é

yn(x) = c1 ¥ 4 ¢y .
Temos entao W{(e?*, e3*] = €%, e a solucao particular é
) )

Yp(x) = c1(x) ¥ 4 cy(w) €%,

onde
6:06390 Y
cl(a:):—/ > de =e™ ",
T 2%
ee —2x
ca(7) :/ = der = ——e %)
Assim,
1 1
-z 2z —2x 3z I
yp(r) = e e e e =5

E a solucao geral de 3" — 5y’ + 6y = e” é

1
y(x) = 1 + cpe® + §6$

Questao 4 [2,5 pts]
Determine a solucdo geral do sistema nio-homogéneo

-2 1 2et
Y' = Y +
1 =2 3t
50/U§.‘§O.’ O sistema & de coeficientes constantes. Portanto sabemos calcular a solugdo geral

do sistema homogéneo associado.
Deixamos a seu cargo verificar que os autovalores da matriz do sistema sdo A\ = —3 e

1 1 = . .
A2 = —1 e que, por exemplo, ( 1 ) e < 1 > sdo autovetores associados respectivamente a

A1 =—-3eX=—1.



Portanto a solucdo geral do sistema homogéneo associado é

—3t —t
Yrt) =ca < 76673:: )+C2 ( th )
N——— N——
Y1(t)

Ya(t)
O determinante da matriz cujas colunas sdo Y1(t) e Ya(¢) &

—3t
det ( col[Y7(£)Ya(t)] ) = det ( €

—t
€ —4t
_ _ = 2e
_e=3t -t )
As férmulas da aula dezenove nos ddo diretamente

—t —t —3t —t
det( 2e eit ) det( e T 2e )
) = 3t e , = —e
u(t) = — e V(1) =
Isto &

3t

2e—4t
3 3
u'(t) = €2t — Ztedt e v (t) =14 =tet
2 2
Portanto
1 1 1
u(t) — 56% _ 7t63t 4 76315

3 3
e v(t)=t+ —tet — 7et,
2 6 ®) 2
e uma solucdo particular do sistema dado é
1 1 1 .
Yp(t) = (562t — §t€3 + gedt)Yl )+ (

3 3
t+ —te! — Zet)Ya(t
5 5 )Ya(t)
_ (tJr%)e*%Lt—j%g
- (t—2)e " +2t— 3
Finalmente, a solucdo geral do sistema ndo-homogéneo é

(3 )eran (D 240

3




