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| Solugdo da Questido 1 a) ‘

. . . 22

a) Note que o denominador possui uma expressdo da forma @ —U°, coma=2 e U=X, o que
sugere aplicar uma mudanca de varidveis via método de substituicdo trigonométrica usando a
fungdo seno (ou cosseno), como mostra o tridangulo associado da figura 1.1 a seguir

Figura 1.1

/ 2
X =2sené SO = 4-x

Assim sen0=§:> . Eainda: {° o (*)
2 dx =2cos@do ) )
4—-x“=4cos° 6

x=0=>6=0
(**)

Vejamos como mudam os limites de integragdo:

2 V1
:\/§:>sent9:£:>0:—

2 4
Calculando inicialmente a integral indefinida, fica:

d _) 85en39.2c056’ 16sen’0.cos @ 1 csen’d
_[ —2\912 X_I 2 o2 _[ do = I 8
(4—x°) (4cos” O) cos” @

512cos’ @ 32

3
:i sen@.ien ngzijsene(l cos Q)de
32 cos” @ 32 cos® @

Nesta Ultima integral, fazendo a substituicdo U =C€0s8 = du =-sen 8d8, fica
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1 ¢send.(1-cos’0) 1 ¢(1-u®)
2 dx=— 46 =— —du) =
I (4-x%)*"? 32 I cos® @ 32 I u® (~du)
T T
32 u 32\ -bu”> -T7u 32\ 7u” 5u°) 1120u (%)
1
= 11200050

De volta a integral definida, usando a mudanca dos extremos de integra¢cdo em (**), temos

zl4
5—7c0s%0 } =

0

v X 1 (masend.(1-cos’ 6) o 1
J. (4—x2)%? X_ﬁf cos® 40 = 1120cos’é
0

5-7(x/2/2)° }—[ 5-7 ]}: 62 +1

560

1

1
1120 {[ (212)

Obs: poderiamos também usar uma substituicdo simples para calcular a integral indefinida
X
_[ (4_ X2)9/2 dX

du
Fazendo U=4—-X*>=du=-2xdx = xdx = 5 temos:

J- (4—x )9/2 = I (4 9/2 X= J- (t;ZU) (_C%uj= u2 du—_[ 2u¥%du =

2512 T 7 5
(4 X)7/2|: 8]

1 u™? 5 u"? :4u_7/2_1u—5/2 _ ﬂ(4_x2)‘7’2—%.(4—x2)‘5’2=(4—x2)‘7’2 |:$—

u=4-x2

Podemos entdo calcular a integral definida solicitada, usando o TFC:

(4—x2)%? 560

T X e [(4 x)”z[ 8]r 642 +1

Solugdo da Questao 1 b) ‘
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Em primeiro lugar, observamos que o integrando ndo é uma fragdo propria. Devemos portanto,
inicialmente, efetuar a divisdo de polindmios:

5

3x7 +6x° +3x°+1| x> +2x°+x

B S

3x°
Resto 1

Assim 3X” +6X° +3x° +1=3x*(x* +2x* + X) +1 e portanto

3 +6X° +3° +1 3x2(x5+2x3+x)+1_3xz . 1
X° 4+ 2x° + X X2 +2%% + X X2 +2%% + X

O denominador da ultima fracdo pode ser fatorado como

X2 + 2% + x = X(X* +2x% +1) = x(x* +1)?,

logo

X +6x°+3x°+1 1

=3 +————— (a)
X2 +2x3 + X X(X? +1)?

Vamos decompor esta ultima fracdo em fracdes parciais:

1 _A Bx+C Dx+E _
X(xX>+1)? X x2+1  (x2+1)7?
_ A(X*+1)? +x(Bx+C)(x* +1) + X(Dx+E) _

X(x? +1)?
(A+B)X*+CxX +(2A+B+D)X2 + (C+E)x + A
X(x? +1)?
Igualando os numeradores, devemos ter
A+B=0
C=0
B=-1
2A+B+D=0 =|D=-1
C+E=0 E=0
A=1
Logo
1 1 X X

xOC+D2 X x2+1 (x2+1)?%
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Substituindo em (a), fica:

X' +6x°+3x°+1 ., 1 X X
5 =3 T e
X +2%% + X X x+1 (x“+1)

De volta a integral indefinida, temos portanto:

X" +6x°+3x° +1 1 X X
dx = [3x%dx+ |=dx— dx — dx =
-[ X +2X° +X J IX Ix2+1 I(x2+1)2

(*)

X X
=x*+In|x|- dx — dx
] J.x2+1 J’(x2+1)2
%/—J

%—/
@ )

Nas integrais (1) e (2) , podemos usar simultaneamente a substituicdo simples

u=x’+1=> du:2xdx:>xdx=d7u e fica

X du 1 1
dx=| —==Inlul==In|x*+1]|,
jX2+1 12u2||2| |, e
M
du 1 1

dex: [ S
(x2+1)? 20> 2u 2(x*+))
(2)

Substituindo em (*), tem-se

3x" +6x°+3x° +1 1
I —— dx=x*+In |+ ~——+C
X2 +2x3 +x J+1] 20¢+D)
Solugdo da Questao 2 a) ‘
Por defini¢do, para um valor de S € R fixado, tem-se:
+00 T

I e ¥sentdt = lim | e ¥sentdt (*)
0 T—>+o

Pelo que foi visto no caderno didatico, uma condigdao necessaria para a convergéncia da integral é que a
funcdo f(t) =€ “sent satisfaca lim f(t)=0.
t—>+o0
Se S=0,entdo f(t)=sent e n3o existe, portanto, lim f(t).
t—>+o0
Se $<0,entio —S>0.Dai lime™ =+ e dai também n3o existe lim e *sent.

t—>+w0 >+

Em particular, se $ <0, aintegral é divergente.
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Restaocaso $>0.
Calculemos, paraum valorde T >0 fixado, aintegral definida em (*).
inicialmente, obtenhamos a primitiva

I e 'sentdt.

Usando integracao por partes, fagamos

u=e™ du = —se *'dt
— =
dv = sent dt vV = —cost

Assim

J.e*“sentdt:—e*t cost — I se ™ costdt =—e ' cost—s J. e " cost dt (**)
%/—/
1) (1

Usando integracao por partes novamente, agora em (ll), fagamos:
u=e™ du =—se*'dt
- =
dv =costdt v =sent

aintegral (I1) fica j e ¥ costdt =e "'sent + I se *'sent dt :e‘S‘sent+s_[ e “'sentdt.

Substituindo em (**), fica:

I e “sentdt = —e ™ cost — s(e“sent +S I e *'sent dtj = —e % (cost +s.sent) —s’ J. e “'sentdt

%/—/ %/—J
m )

Isolando no lado esquerdo os termos comuns contendo a integral (1), fica:

—st

e
(1+5s%) I e *sentdt = —e " (cost +s.sent) = Ie“sentdt=l .
+5

(cost+s.sent)+C.

%/—J
()

Assim, usando o TFC, a integral definida em (*) fica

—st

T _ =T _a-sT _a-s0
je‘“sentdt= € (cost+s.sent) | = © ~(cosT +s.senT) |- © (cos0+s.sen0) | =
5 1 1+s 1

2 2
+S t=0 +S

B 1
1+52

[1— e " (cosT + s.senT)]
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Enfim, substituindo em (*), fica

2

[1-e~"(cosT +s.senT) | = — lim [e (cosT +s.senT) |.

1+ SZ T >+

+00 1
I e “sentdt = lim
5 To+0]14+S

Como estamos considerando o caso S >0, temos que lim (=sT) =—o0o= lime™" =0.
T >+ T o+

Como a fungdo Y(t) =cost+s.sent ¢ limitada ( mais precisamente |Yy(t)|[<1+S, para todoteR),
+00
. _ _ 1
segue que lim [e T(cosT +S.SenT)] =0 e portanto j e sentdt =
T—>+» 1+S

2

Portanto, a integral é convergente se S >0, e divergente se $<0.

Solugdo da Questao 2 b) ‘

+00
. A | senx|
Analisemos a convergéncia da integral I > dx.
i 2+¢

De acordo com o exemplo 27.6 do caderno didatico, se esta ultima convergir, entdo a integral dada neste
item também sera convergente.

Primeiramente, segue de | senx |<1que

| senx| 1
= <
2+e*  2+e

2 (1)

X

Em segundo lugar:

7 <2 (2)

Agora, para X >1 vale que

2
X*>x=e" >ef =

12 < ix (3)
e* e

Segue de (1), (2) e (3) que

|senx| 1
2+e¢ €

IA

=e ¥, paratodo X>1. (4)

+00
E facil ver que a integral I e *dX é convergente, pois

1
+o0 T

I eXdx=Ilim | e*dx=lim[-e ] =lim[e" -e"]=¢
i Too T>w T oo

-1
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400
x e x . | senx| .
Segue entdo de (4), usando o critério de comparacdo, que a integral I —dX é convergente e
i 2+¢€”
sen x .,
consequentemente I ~dX também é convergente.
i 2+¢
Solugdo da Questdo 3 a) ‘
A regido considerada é mostrada na figura 3.1 a seguir
/\y \y
y=x o
e e e S i e e e
2 _____________ y:l"x 2 _____________ yzlnx
R
N N S !
L S o In2f-~pfome i
ﬁ L >X 2 : X
Figura 3.1 Figura 3.2

Note que o eixo de rotacdo é o eixo X e como a integragao tem que ser feita em relagdo a X, o método
dos discos ou arruelas é o indicado. Na figura 3.2 sdo mostrados os raios da arruela tipica correspondente
ao problema. O sélido é mostrado na figura 3.3

24

Figura 3.3

Observemos que R(X)=X e r(X)=InX,emque 2<x<e.

Assim, denotando o volume por V , temos que:

Fundagdo CECIERJ
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V= 7rej[(R(x))2 —(r(x)* |dx = nej[(xz —(Inx)* |dx

Solugdo da Questao 3 b) ‘

O sdlido é o mesmo exibido na figura 3.3 anterior
Para calcular o volume deste sélido por integragdo em relagdo a Y, observe que o método das cascas

cilindricas é o indicado.
Vamos dividir a regido dada em trés regides R, , R, e R;, como mostram as figuras em 3.4 a seguir, e

entdo somar os volumes dos sdélidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo X.

/\y /\y
-] R —— -] S————
Wi
)] ——— > h(y) o )] — 1 o
R, - Ry | sh(y) g
l ------------ R) | I ____________ R’ 1
A2 flrmmnmnagy : A S P
%) L)
/: i £ 5y /: i £ >y
2 € b 2 ¢ S
/\y
/x=y
e b e
] - x=e’
R,
] ____________ % i 5
In2t---f-------2 h())
Hr(y) E
2 ¢ IR
Figuras 3.4

Neste caso, na regido R, para 2<y<e resulta r(y)=Yy e h(y)=e-y, logo denotando por V, o
volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x , temos que

V, =27 [r(y)h(y)dy = 27 [y(e—y)dy

Naregido R, paral<y<2 resulta r(y)=Y e h(y)=e-2, logo denotando por V, o volume obtido

ao girar esta regido em torno do eixo x , temos que

V, =27 [r(y)h(y)dy = 27 [y(e - 2)dy

Fundagdo CECIERJ Consércio CEDERJ
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Similarmente, na regido R,, para IN2<y<1resulta r(y)=y e h(y)=¢€’-2, logo denotando por

V, o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x , temos que

Vs =27 [r(y)h(y)dy =27 [ y(e’ -2)dy

Assim neste caso

In2

In2

e 2 1
V =V, +V,+V, =27 _"y(e— y)dy +27 Iy(e—Z)dy+ 2z _[ y(e’ —2)dy
2 1

Solugdo da Questao 3 c) ‘

In2

Note que o eixo de rotagdo é o eixo Y e como a integragao tem que ser feita em relagdo a X , o método

das cascas cilindricas é o conveniente.

A figura 3.5 mostra a casca tipica associada ao problema, em que h(X)=X—Inx e r(x)=X, com

2<x<e.
Y
r
y=x
Clm
U] Rl . —
) h(x) y=Inx
14-----frmmm-1- =
1112 == ofrmmmneg i
5 e %
Figura 3.5

Assim, o volume V do sélido é dado por

Yy
r

y=lnx

Figura 3.6

V=27 ejr(x).h(x)dx = Zﬂe.fx(x —Inx)dx.

O solido é mostrado na figura 3.6 .

Solugdo da Questao 3 d) ‘

Note que o eixo de rotagdo é o eixo Y e como a integragdo tem que ser feita em relagdoa Yy, o método

dos discos ou arruelas é o indicado.

Como no item b), vamos dividir a regido dada em trés regides Rl , R2 e R3, como mostra a figuraem 3.7 a

seguir, e entdo somar os volumes dos sélidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo Y .
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ry
NE /x: y
e
2 x=eV
1
n2
é = >X
Figura 3.7

O solido é o mesmo mostrado na figura 3.6
Neste caso, naregido R, para 2<y<e,resulta R(y)=e e r(y)=y , logo denotando porV, o
volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo Y, temos que

v, =7rej[ R(y) “~ r(y) Z}dywej(ez ~y*)dy

Na regido R,para 1<y <2 resulta R(y)=e e r(y)=2, logo denotando por V, o volume obtido ao

girar esta regido em torno do eixo y , temos que
2 2

v, = [ R~ ry) oy =7 (€ -2y = = (&~ )ay

1 1

Analogamente na regido R, para IN2<y <1 resulta R(y)=e” e r(y)=2, logo denotando por V, o
volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo Yy , temos que

1 1 .
V=7 [[ RO = 1) oy =7 [[(@) ~2"Jdy =7 [[e”~4]ay
Assim neste caso "’ n2 In2

V =V, +V, +V, = 7rej(e2 - y2)0|y+7rzf(e2 —4)dy +7 lf[ezy“‘]dy'
2 1

In2

Solugdo da Questao 3 e) ‘

Note que o eixo de rotagdo é a reta horizontal y =¢&. Neste caso, o método dos discos ou arruelas é o
indicado. Os raios da arruela tipica sdo mostrados na figura 3.8 e o sélido na figura 3.9.
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P4
l\y
y=x
el (. ) ol
P A - . _____ S A Vet -
y=Inx ‘
W
n2¢==femmrmm=
P & y=lInx
2 ¢ d J
> X
Figura 3.8 Figura 3.9

Aqui R(x)=e—Inx e r(x)=e—x,com 2<x<e.Assim (R(X))>=(e-Inx)* e (r(x))?>=(e—x)?.

Portanto, o volume do sélido é dado por

e

V=7 [[RX)*=r(x)? dx = nej[(e— Inx)* - (e - %)° Jox.

2

Solugdo da Questao 3 f) ‘

Note que o eixo de rotacdo é a reta vertical X = 2. Neste caso, o0 método das cascas cilindricas se aplica
bem. A casca tipica é mostrada na figura 3.10 abaixo.

/\y k:} /\y

: y=x y=x

- SU— g
I

2 h(x)
r(x

W A y=lnx y:[nx

In2t---F~------>
I i :
zi e >X E >X

! |
! |
' |
! |
=0 =0

Figura 3.10 Figura 3.11

Tem-se h(X) =x—-InX e r(X)=x-2,com 2<x<e. Ovolume V do sélido é portanto dado por
V =27 [r(xh(x)dx =27 [(x-2).(x=In x)dx .
2 2

O solido é exibido na figura 3.11.
Fundagdo CECIERJ Consércio CEDERJ
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Solugdo da Questio 4 a) ‘

A solugdo geral da equagdo diferencial , isto é, sem considerar o dado inicial, é uma fungdo Y(X) cuja

derivada é dada por X°€*, ou seja
y(x) = Ixzexdx.

Para obter esta primitiva, usemos integracao por partes, fazendo
u=x? du = 2xdx
: X
dv =e*dx v=e

sze*dx =x%e*-2 jxexdx (*)

donde resulta

Usando integracao por partes novamente, agora na ultima integral em (*), facamos
u=Xx du = dx
X 3 X
dv =e"dx v=e

jxexdx =xe* — _fe*dx =Xxe* —e”.

e temos

Substituindo em (*), fica

Ixzexdx =x’e* —2(xe* —e*) = (X’ —2x+2)e* +C

Assim y(X) = (X* —2x+2)e* +C é a solugdo geral da equacio diferencial dada.

Agora , queremos a solugio especifica tal que Y(0) =4, mas y(0) = (0*-2.0+2)e’ +C =2+C, o que
implica

2+C=4=> . Portanto  Y(X) = (X* —2X+2)e* +2 é a solugdo do PVI dado.

Solugdo da Questdao 4 b) ‘

Como no item anterior, buscamos uma primitiva

t
y(t) = j [arcsent+ m}dt (*)

ja tal y( )_
que seja tal que - - .

Calculemos I arcsentdt .
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u =arcsent du
Usando integragdo por partes, fagamos: —d q = 1-t2
v = at

Il

t
Assim _[ arcsentdt =t.arcsent — | ——dt
— T \{1-t2

que pode ser reescrito como

t
jarcsentdt+ j ———dt =t.arcsent.
1-t

g

Portanto, Y(t)=t.arcsent+C é asolugdo geral da equagdo diferencial dada.

1.
Agora, queremos a solucdo especifica que cumpra y(E) =—. Mas,

6

T V4 V4
+C=—+C ,oqueimplica —+C=—=|C =—|.

1, 1 1 1
Z)==.arcsen(=)+C==.=
y(2) 2 (2) 2 6 12 12 6 12

V1
Portanto Y(t) =t.arcsent +E é a solugdo procurada.
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