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Calculo Il = AD2 (2014/1) - Gabarito

Solucdo da Questdo 1 a) ‘

Em primeiro lugar, observamos que o integrando nao é uma fragdo prépria. Devemos portanto,
inicialmente, efetuar a divisdo de polindmios:

5

3x7 +6x°+3x5°+1 | XX +2:°3+x
¥ e 5

3x?

Resto 1

Assim 3X" +6x° +3x% +1=3x*(x> +2x> + X) +1 e portanto

3 +6x°+3¢ +1  3X*(X° +2x3+x)+1_3x2 L1
X2 +2%% +x X2+ 23 +x X2 +2%3 +x

O denominador da ultima fracdo pode ser fatorado como

X2 + 2% + X = X(X* +2%% +1) = x(x* +1)?,
logo

X +6x°+3x°+1 1 1
X2+ 23 + X X(x? +1)2

(a)

Vamos decompor esta ultima fracdo em fragdes parciais:

1 :A+BX+C+ Dx+E _
X(x>+1)? X x2+1  (x2+1)?
A +1)2+x(Bx+C)(x2 +1) + X(Dx+E) _
- X(x% +1)? -
_(A+B)X*+Cx*+(2A+B+D)X? +(C+E)x+ A
- X(x% +1)?




Calculo Il AD2 — Gabarito

Igualando os numeradores, devemos ter

A+B=0
C=0
B=-1
2A+B+D=0 = =|D=-1
C+E=0 E=0
A=1
Logo
1 1 X X

XOC+D)2 X x2+1 (x2+1)?

Substituindo em (a), fica:

3x7+6x5+3x3+1_3X2 1 X X

+__ —_
X2 + 253 + X X X241 (x2+1)?

De volta a integral indefinida, temos portanto:

X X
dx — dx =
1 I(x2+1)2 "

J‘3x7 +6Xx°+3x3+1
X2 +2%% +x

X X
=x*+In| x|~ [ dx— [ 75— dx
Xc+1 (x“+1)
[ —
@ @
Nas integrais (1) e (2) , podemos usar simultaneamente a substituicdo simples

dX:.[szdx+.[%dx—.[X2
*)

u=x2+1:>du=2xdx:>xdx=d?u e fica

[ —dx=] d—“=1|n|u|=%|n|x2+1|,e

x2+1 2u 2
()

j__l;__ =I_$L=_5L=___l__
(x2+1)2 202 2u 2(xX*+))

Substituindo em (*), tem-se

J-3x7+6x5+3x3+1 , | 1
s dx=x"+1In +————+C
X° +2%° + X J+1] 20¢+D)

Solugdo da Questdo 1 b) ‘

Iniciemos calculando a primitiva. Para isso, comecemos fazendo a substituicdo simples
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Calculo Il AD2 — Gabarito
u=cost = du=-sentdt (1)
Assim ficamos com
sent —du
dt = j 2)
-[(5+cos2 £)%/2 (5+u?)%?

2014/1

Note que o denominador possui uma expressdo da forma a’ +u2, com a=+/5, o que sugere aplicar uma
mudanca de varidveis via método de substituicdo trigonométrica usando a funcdo tangente (ou

cotangente), como mostra o triangulo associado da figura a seguir

U

2
secd = S+u = 5+u? =5sec’d
5
Assim u=+/5.tgf = du =/5.5ec’0d6 . E ainda: J5 u
cosé = e senf =
5+u? J5+u?
Substituindo em (2), fica
_ ® 2 -3 3
J- senzt - :J- d;JS/2 :J- \/§sezc 95?29:J~_sec Hdez_J—cos 0 40—
(5+cost) (5+u?) (5sec®f) J5¢

P 3
1 J’c0329c039d9:_ 1 I(l—senzﬁ)cosedez— 1 eng_ 0|, o
25 o5 o .

Precisamos agora voltar para a variavel original.

cost

\5+cos?t .

Por (1) e (3), obtemos senfd =

Logo

J sent 1 cost 1 cos’t
(5+cos? t)°/? 25| (5+cos?t)’2 3 (5+cos?t)¥?
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Calculo Il AD2 — Gabarito 2014/1

Para o cdlculo da integral definida dada no enunciado, basta agora aplicar o TFC:

T sent 1 cost 1 cos’t T
5 (5+cos? £)°2 25| (5+cos’t)”” 3 (5+cos’t)*” |
1 (—_1_—_1j+i (L_ 1 j_ 17
2562 36%) 25°\6Y2 3.6%2) 2256
Solugdo da Questdo 2 a) ‘
Por definicdo, para um valor de S € R fixado, tem-se:
+00 T
I e *sen3tdt =Tlim e *sen3tdt (*)

Pelo que foi visto no caderno didatico, uma condi¢do necessaria para a convergéncia da integral é que a
fungdo f(t) =€ ¥sen3t satisfaca lim f(t)=0.
t—>+o0
Se s=0,entdo f(t)=sen3t e neste caso ndo existe lim f(t).
t

—>+00

Se s<0,entio —=S>0.Dai lime™ =+ e dai também n3o existe lime ' sen3t.

t—+o0 t—-o0

Em particular, se S<0, aintegral é divergente.

Restaocaso S>0.
Calculemos, para um valor de T >0 fixado, a integral definida em (*).
inicialmente, obtenhamos a primitiva

J e 'sen3tdt.

Usando integragao por partes, facamos

i du = —se~*'dt
n=g = cos 3t
dv =sen3tdt V=-— 3
Assim
.[ e Vsen3tdt=—e" cosdt I se™ cos3t dt=—e" %Sgt - % I e cos3tdt (**)

| S —
M am

Usando integracdo por partes novamente, agora em (ll), facamos:
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Calculo Il AD2 — Gabarito

{u - du = —se*'dt

= t
dv =cos3tdt V= ser;S

dt=e

sen 3t sen 3t
a integral (I1) fica J‘ e cos3tdt =™ ——I —se T/ —

3

Substituindo em (**), fica:

cos3t s sen3t S
I e tsen3tdt=—" 3 3 g™ 3 + EJ. e *'sen3tdt
_ _
() )

cos3t s s?
-t 9 e sen3t— 3-[ e sen3tdt

—_— —_—
) ()]

= j e tsen3tdt=—e

Isolando no lado esquerdo os termos comuns contendo a integral (1), fica:

4 COs3t s e

—§e‘s‘ sen3t =— 5 [3cos3t +ssen3t]

2
1+ %) I e *sen3tdt =—e

| S —
M

—st

:>I e sen3tdt = —— [3cos3t +ssen 3t]

s?+9
[N —
"

Assim, usando o TFC, a integral definida em (*) fica
st t=T

[3cos3t+ssendt] =
t=0

T
J e tsen3tdt =— S
) s°+9
-

Rf

—sT —-s0 —sT
2 [3cos3T +ssen3T ]+ 2 [3cos(3.0) +ssen(3.0)] =— 2
s°+9 s°+9 s°+9

Enfim, substituindo em (*), fica

Fundacdo CECIERJ

__aSendt

[3cos3T +ssen3T ]+

2014/1

S

+—I e 'sen3tdt.
3

%/—J
M

s?+9
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Calculo Il AD2 — Gabarito 2014/1

2

+00
j e *sen3tdt = lim ! [3—e‘ST(3cos3T+ssen3T)]: 3 + lim [—
s°+9

- - e~*" (3cos3T +ssen3T )}
To+0 8490 S°4+9 Towo

Como estamos considerando o caso S >0, temos que TIim (-sT)=—o= lime™ =0.
—>+90

T+
Como a fungdo Y(t) =3c0s3t +S.sen3t ¢é limitada ( mais precisamente | y(t)|<3+S, paratodo teR),
+0
3

segue que lim [e"ST (3cos3T +ssen3T)]:0 e portanto J e " sen3tdt = —
Ttoo $°+9

+0
_ 3
Lembremos que queremos obter os valores S € R para os quais se tem j e *sen3tdt= 3—4 , OU seja,
0

523 9:2%352=25:> s=-50u s=5
+

Como neste caso $>0, entdo .

Solugdo da Questdo 2 b) ‘

+00 8
I 3 5 dx
5 X +2X°+4x+8

Observe que a integral dada é imprépria do primeiro tipo, pois intervalo de integragdo [0, +o0) é infinito.

Note-se que o integrando pode ser escrito como

X3 +2x% +4x+8

8 8 8
XC+2X2 +4x+8  X2(X+2)+4(x+2)  (x+2)(x+4)
e esta definido no intervalo dado. Pela definicdo de integral imprdpria, onde o limite de integracado superior
é infinito, temos

+00 8 ~+00 8 - t 8
dx = dx=1
! X+ 2x2 1+ 4x +8 ! (x+2) (2 + 4) riﬂg(x+2)(x2+4)

dx (%)

Calculemos separadamente a integral indefinida

8
J 2™

Decompondo o integrando em fra¢des parciais , fica:

8 A Bx+C

(x+2)(x2+4):x+2Jr X>+4 "' e entao

AX® +4A+Bx* +2Bx+Cx+2C =8

Pégina6
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Célculo Il
A+B=0 A=1
=:2B+C=0 =><B=-1
4A+2C =8 C=2
Assim:

8

1
Jornoesn ™=l

Logo, substituindo em (*);

+00 8
£x3+2x2+4x+8

=lim

t—w

2
lim1LH21 Iim|1+?|
t—)wﬁ t—owo 1 4

Tt

t
Logo

Solucdo da Questdo 3 a) ‘

t—o

:1:>Iimln[ [t+2] }

+00 8
dx==,
£x3+2x2+4x+8

t
. 2| X
dx = lim {In X+ +arctg—} =
t—>+o0 éx2+4 2 0

In |t+2] +arctgl —|In 0+2
t?+4 2] | 0?+4

AD2 — Gabarito

dx+J

Ix 244 X2 +4

dx=In

2014/1

| x+2]
X +4

+arctg X
2

+arctg9 - ois
272"

t—oo

Jt2+4

portanto é convergente.

A regido considerada é mostrada na figura 3.1 a seguir

0elim arctg

=0

NI:}

/\y \y
y=x y=Xx
e L nRE R
2 _____________ );:[”x 2 ------------- yzlllx
R
e | S !
In2}---fennec il L ;,(\_1 Rix)
a: = I >
Figura 3.1 Figura 3.2
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Calculo Il AD2 — Gabarito 2014/1

Note que o eixo de rotacdo é o eixo X e como a integracdo tem que ser feita em relagdo a X, o método
dos discos ou arruelas é o indicado. Na figura 3.2 sdo mostrados os raios da arruela tipica correspondente
ao problema. O sélido é mostrado na figura 3.3

Y

JP
v
=

Figura 3.3
Observemos que R(X)=X e r(x)=Inx,emque 2<x<e.

Assim, denotando o volume por V , temos que:

e

V= ﬁj[(R(x))z —(r(x))z]dx = ﬂj[(xz —(In x)zjdx

2

Solucdo da Questdo 3 b) |

O sélido é o mesmo exibido na figura 3.3 anterior

Para calcular o volume deste sélido por integragdao em relagdo a Y, observe que o método das cascas
cilindricas é o indicado.

Vamos dividir a regido dada em trés regides R, , R, e R;, como mostram as figuras em 3.4 a seguir, e
entdo somar os volumes dos sdlidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo X.
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Calculo Il AD2 - Gabarito
l\y
[
)] — {{I»h(.\‘) "
x=e
R,
w7 T
boron)
/: : E—x
2 € k-
/\y /\y
€1 -mmmmmmmm e @1 -mmmmmmmm e
i e - ¥ e - _
RZ L->h(y) - I R, X
1}-----f - R 13-----f -
21 ffmmnmnnes 4 W S )
Vo) |t
/: : 5 . o)
5 & Yy 2 @& ¥
Figuras 3.4

Neste caso, na regido R, para 2<y<e resulta r(y)=Yy e h(y)=e—-Yy, logo denotando por V, o

volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x , temos que

V, =27 [ r(y)h(y)dy =27 [ y(e—y)dy

Naregido R, para1l<y<2resulta r(y)=Y e h(y)=e-2,,logo denotando por V, o volume obtido

ao girar esta regido em torno do eixo x , temos que

V, =2z [ r(y)h(y)dy =27 [ y(e—-2)dy

Similarmente, na regido R,, para IN2<y<1resulta r(y)=Yy e h(y)=¢€" -2, logo denotando por

V3 o volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo x, temos que

Assim neste caso

Vy =27 [ r(y)h(y)dy =27 [ y(e’ ~2)dy

In2

In2

e 2 1
V =V, +V, +V, =27 [ y(e—y)dy+27[ y(e—2)dy + 27 [ y(e’ —2)dy
2 1

Solucdo da Questdo 3 ¢) |

Note que o eixo de rotagdo é o eixo ¥ e como a integragao tem que ser feita em relagdo a X , 0o método

das cascas cilindricas € o conveniente.

Fundacdo CECIERJ
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Calculo Il AD2 — Gabarito 2014/1

A figura 3.5 mostra a casca tipica associada ao problema, em que h(X)=Xx—InX e r(x)=X, com
2<x<e.

Ty
Ny
y=x V=%
e ___________________
D —
7(x) Lo g y=lInx
14----- 1= -
) R =
— & &
Figura 3.5 Figura 3.6

Assim, o volume V do sélido é dado por

V= 27z.ef r(x).n(x)dx = Zﬂj X(X—Inx)dx.

O soélido é mostrado na figura 3.6 .

Solugdo da Questdo 3 d) ‘

Note que o eixo de rotagdo é o eixo ¥ e como a integragdo tem que ser feita em relagdo a Yy, o método
dos discos ou arruelas é o indicado.
Como no item b), vamos dividir a regido dada em trés regides Rl , R2 e R3, como mostra a figuraem 3.7 a

seguir, e entdo somar os volumes dos sélidos obtidos girando cada uma delas em torno do eixo V.

Jdr _
/x—y
€ 2T

[—y

In2

Figura 3.7

O soélido é o mesmo mostrado na figura 3.6
Neste caso, naregido R, para 2<y<e,resulta R(y)=ee r(y)=y , logo denotando por V, o
volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo Yy, temos que

Pagina 1 0
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Calculo Il

AD2 — Gabarito

2014/1

V.= 2[[[ROIT ~[rF oy =] " - y*)ay

Na regido R,para 1<y <2 resulta R(y)=e e r(y)=2, logo denotando por V, o volume obtido ao

girar esta regido em torno do eixo Yy , temos que

v, =nf[[R(y)]2 —[r(y)]z]dwa(ez ~2)dy =] (€~ )dy

Analogamente na regido R, para INn2<y<1resulta R(y)=e’ e r(y)=2, logo denotando por V; o

volume obtido ao girar esta regido em torno do eixo y , temos que

[[R(y)]z —[r(y)]z}dy :nj (@) —22]dy=7zj [e2/—4]dy

1
V, =7Z'J
In2

Assim neste caso

In2

In2

V =V, +V, +V, = ni (e* - yz)dy+7zjz. (e? —4)dy+7le. [ezy—4]dy.
2 1

Solucdo da Questdo 3 e)

In2

Note que o eixo de rotagdo é a reta horizontal Yy =€. Neste caso, o método dos discos ou arruelas é o

indicado. Os raios da arruela tipica sdo mostrados na figura 3.8 e o sélido na figura 3.9.

24

ry
y=x
e (. y=e
72 R (€3 1 [ N (L _Y=e
y=Inx
W
1 e e
P y=lInx
X
Figura 3.8 Figura 3.9

Aqui R(X)=e—Inx e r(xX)=e—x, com 2<x<e.Assim (R(X))>’=(e—Inx)* e (r(x))*=(e-x)*.

Portanto, o volume do sélido é dado por

V= ET[R(X)Z —r(x)* Jdx = nj[(e- Inx)? — (e —x)° Jox.

Solugdo da Questdo 3 f)
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Calculo Il AD2 — Gabarito 2014/1

Note que o eixo de rotacdo é a reta vertical X =2. Neste caso, o método das cascas cilindricas se aplica
bem. A casca tipica é mostrada na figura 3.10 abaixo.

/\y /\y
I
k‘.J\ y=x y=x
I
L bemg
I
Blpermceensn h(x)
r(x
w7 y=Inx y=Inx
2 =regfrmenag §
I |
l 4 ~ >~
|
|
I
I
x=2
Figura 3.10 Figura 3.11

Tem-se h(X)=x—InXx e r(X)=x—2,com 2<x<e. Ovolume V do sélido é portanto dado por
V= ZnIr(x)h(x)dx = ZﬁI(X—Z).(x—In X)dx .
2 2

O sélido é exibido na figura 3.11.

Solugdo da Questdo 4) ‘

De acordo com a aula 29 do caderno didatico, se uma curva é dada por X =X(y) ,com a<y<Db,entio

L= [N+ (x(y))” dy

seu comprimento é dado por

Temos

y' 1 . y' 1
X = — 4 — X -
(y) + y = Xx'(y) 2 2y’ =

2

4y° +y? -2y +1  yR4+2y°+1  (y°+D)°

1+ (X)) :1+@(y3—y3)j “1: 22y -

1+ (X)) =./(y:;61)2 - y;ytl
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Calculo Il AD2 — Gabarito

2 6 2/ 3 3 4 272 4 2 4 42
y°+1 yo oy ytoy 2" 2 1" 1 33
Jl'2y3 y '!.[2 ij {8 4} (8 4](8 4] 16

1

33 . .
Logo L= E unidades de comprimento.
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