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1% Questdo (4,5 pontos). Calcule as seguintes integrais:

X2 3 dx
a) (1,5 ponto) I ————dx b) (1,5 ponto) I
(x+1) 9+x
+00 1
15 t ——d
) (15 ponto) IO x+2)(x+3)
Solucéo
a) (1,5 ponto)
2
X2 __A B € logo X% = A(x+1)2 + B(x+1)+C *)

= + + :
(x+1)°® (x+1) (x+1)? (x+1)°
Se em (*) fazemos

x=-1 = 1=C

x=0 = 0=A+B+1 = A+B=-1

x=1 = 1=4A+2B+1 =4A+2B=0
Resolvendo o sistemaresulta A=1 e B=-2
Assim

NG dx —2dx dx
I(x+1)3dx_.[ (x+1)+.[ (x+1)2+j (x+1)°

=In|x+1|—2J. (x+1)‘2dx+j (x+1)3dx

=In|x+1|-2

(x+1)7* L (x +1)7°
-1 2
1

=In|x+1|+ - >+C
(x+D) 2(x+1)

b) (1,5 ponto)

Vamos fazer a substituicdo trigonométrica na integral indefinida I e, entdo, calcular a integral

dx
VI+ X2
definida usando os limites de integragdo em X.

Primeiro note que nenhuma das regras basicas de integracdo é aplicavel. Para usar uma substituicdo
trigonométrica, observe que V9 + x? édaforma va?+x? com a=3.
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Figura 1

Fazendo a substituigdo trigonométrica

X =23t
{ 3190 temos do triangulo associado da

dx=3sec?0 d@’

Figural que +9+x? =3sech.
Obtemos

[ 2
J‘ 3sec” 0d0 secddO =In|secO+tgl|+C=In| I+X +1|+C
\/9+x 3secd 3 3

Logo

3 2 2
I o In| 93 +§|—In| 9+0 —| In |£+1|—In1 In(v/2 +1)

Ox/9+x 3 3 3
¢) (1,5 ponto)

400 1 _ t 1
IO (x+2)(x+3)dx=t'lr1‘wj0 e 3"

Vamos calcular aintegral indefinida

J. ;dx
(X+2)(x+3)

1 __A B
(x+2)(x+3) (x+2) (x+3)

= 1=A(X+3)+B(x+2) (*)

Se em (*) fazemos
x=-2 = 1=A
x=-3 = 1=B(-1) = B=-1

[ 1 1 1 X+2
| mdx_j mdx—f g = D2l 34C = 721G
Logo
.t
1 t+2 2
Jo2ag® M TG
Portanto
t
1 2 t+2 2 2
tg+wjomdx I|m[In| |] In(g) Inlﬂf:)l—l (—) In|1|—|n(§)__|n(§)

1
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2% Questdo (1,0 ponto) Use o teorema de comparagdo para determinar se a seguinte integral
imprépria é convergente ou divergente.

1 X
e-
[ & o
0
Solugéo
1 —X
Observe que J‘% dx é uma integral imprépria de uma fungdo ndo-limitada quando x-so*
0

L 1 , .
Note-se que para x>0 temos que €* >1 entdo o <1.Podemos afirmar também que

Jx >0 para X >0, portanto 0 < paratodo x>0 , em particular

211
e*Vx  Jx

! paratodo 0<x<1. (1)

1
<_
e*Jx  Jx

0<

1 1
1 1 , : :
Por outro Iado_[ —dx=I —7>dX € um caso particular do exemplo referencial “Se r <1,
X
0 0

Jx

b
~ (1 ) . )
entdo J.?dx é convergente”, neste caso r =1/2 <1, assim dx é convergente, logo de
0

O t—y
= §|| =

(1) e o Teste de Comparagao para integrais improprias resulta que I eT;(X dx é convergente.
0

3% Questao (2,0 pontos) Calcule o volume do sélido de revolugéo obtido pela rotagdo da regido
limitada por y=x*-4x+4 e y=1em torno doeixo Oy. Faca um eshoco do solido.

Solucéo

Observe que y = x* —4x+4 = (x—2)*. Por outro lado fazendo a interse¢éo de

y=1 e y=(x-2)?, resultaque x=1 € x=3.Desenhamos a Figura 2 mostrando a regiao
e o eixo de rotacdo Oy . O esboco do s6lido é mostrado na Figura 3.
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y ¥

JdS Js
y=(x-2)
1 7 y=1 — X
L3
N
2
Figura 2 Figura 3

Identificamos a fungdo altura da casca tipica h(x) e o raio médio da casca tipica r(x) onde
h(x)=1-(x-2)? er=X para 1<x<3. Note que 0<(Xx—2)?><1 para 1<x<3, assim
h(x) =1-(x-2)>>0e r(x)=x=>0.

b
O volume é dado pela formula V = 27Z'J. r(x) h(x) dx. Assim, ovolume é

a

3 3 3
V:Zﬂj x(1—(x—2)2)dx:27rj x(1—x2+4x—4)dx:27rj (=X® +4x2 - 3x)dx

1 1 1
PNV ST SPGB v AR NP SNE S o
V =2x( 4+43 32)1_2n[( 4+43 32) ( 4+43 32)]

o a(—9+16-6, (3-16+18 1. 5. 16/
V =27 [3%( o )+ ( o =27 [27(12)+(12)] %unldadesdevolume.

43 Questdo (2,5 pontos)

a) (1,5 ponto) Determine uma parametrizacdo para a reta tangente a curva
a(t) = (5cos 2t, —2sen2t) no ponto a(%) . Encontre também uma equacéo cartesiana da
reta.

b) (1,0 ponto) Calcule o comprimento dacurva SB(t) = (t,%(t2 +2)*%) com te[0,1].

Solucéo
a) Uma parametrizacdo da reta tangente & curva no ponto a(%) é

r(A) = a(%)+/1a'(%), AeR

Calculando a funcéo derivada de o temos
a'(t) = (-10sen2t, — 4 cos2t)

Calculando os vetores a(%) e a'(%) resulta
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N T T\ T Ty el 3 0
a(—6)—(50032—6, —23en2—6)—(5005—3, 2sen—3)_(5(2), 2(—2 ))—(2, J3)

"y = (— T _ Ty (- T Z:_ﬁ Ly (53 -
a(g)—( 1Osen26, 4c0526) ( 103en3, 4.cos 3) (-10 5 ,—4(2)) (-5+3,-2)

Assim uma equagcéo paramétrica da reta tangente | correspondente a esses vetores é

F(2) = (%,—ﬁ)+/1(—5ﬁ,—2), AeR,ouseja r(A)= (%—5\@ A, —3-24), A eR.
Para achar uma equacdo cartesiana dareta |, lembre-se que
r(A)=(x),y(1)) = (2—5\@ A,—\3-21), AeR e podemos encontrar uma equacio

cartesiana paraa reta | eliminando o parametro A .

Assim
5
5 X—>=-5J32
Xx=>-53 1
2 leR = 2\/_ :x—g=—5\@(y+—f) — —2Xx+5=-5.3y-15
y=—3-22 —y+23=,1 -

Finalmente obtemos a equagéo 5\/§y -2x+20=0

c)
Dadaacurva B(t) = (t,%(t2 +2)*¥%) com te[0,1].

Temos que B'(t) =(1, (%)(g)(t2 +2)Y22t) = (L t(t* + 2)?). Logo

| B/(0) =] (L2 +2)2) | = L1+ B +2) = V1Tt 428 = JL+ £) = |14 | =148

Portanto o comprimento da curva S(t) = (t,%(t2 +2)*?) nointervalo [0,1] é

L

[l
Wl
w|

[ 1pOdt=] (1+t2)dt:t+§} _14io

0 0 0
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