Fundacéo
ECIERJ
Conséreio cederj

Fundagédo CECIERJ — Vice Presidéncia de Educagédo Superior a Distancia

Célculo Il — AD1 (2009/1) Gabarito

12 Avaliagdo a Distancia - Entregada AD1 no P6lo ou postagem REGISTRADA com
AR até o dia 18 de Marco de 2009

Todas as respostas devem estar acompanhadas das justificativas, mesmo que ndo exista o que
esta sendo pedido.

12 Questdo (2 pontos)
a) Faca um esbogo da regidio R limitada pelas curvas
X =e”¥ sey<0; x=e” sey=>0;

X =y?-1se y<0; x =(et+1)y -1 se y=>0;

y =-1
b) Calcule a area da regido R .
Solugéo.
12 Questéo

a) Afiguraa seguir representaaregidso R =R, UR,

Y

Figura 1
Precisamos da intersegdo dareta X =(e ™ +1)y —1 comacurva

X =e Y,y >0.
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Igualando as equagdes temos

1 _ 1 1
X (e+)y e p= (e+)y e+

x . x L _ 1
Observe que uma solugdo obvia da equagdo anterior ¢ Y =1 = X =e ==
e

As outras intersec¢@es sdo imediatas como pode ser visto na figura 1.

b) A(R) =A(R) + A(R,)

0]

= I(ey —(y?-1)dy +J‘(e_y ~[(e ™t +1)y —1])dy

-1

0]

= I(ey ~y?+1)dy +J‘((-:'_y -[(e™* +1)y —-1])dy

-1

3 1

0 2
=e” —y—+y} +(e™ —(e‘1+1)y—+y)}
3 -1 2 (6]

=e%—(e™ —%H—l)) +(-et-(e™ +1)%+1+e°)

=1—l—£+l—£—(£+1)£+1+1:4————————
e 3 e e 2

24-2-3 4 1 19 5 19e -15 ) )
= — _ —=———=——— unidades de area.
6 2e 2e 6 2e 6e

22 Questdo (2 pontos) Calcule a derivada:

a) f (x)=3%"Dcos®(3x)+x X [arctg(3x)]?

X e(xx)]
e

b =In?(x* V2x)) +1In,(=———
) g(x)=In"(x" +arsen( X))+”((ﬁ)tg ax

)
Solucao.

a) f(x)=3%"cos’(3x)+x > [arctg(3x)]?

f '(x) =3%"M3c0s?(3% ) (-sen(3x)) 3 +cos’(3x ) 3 (2x)In 3

+x(xz){2arctg(3x).{ }}+[arctg (3x)]2{x(xz)}'

_ 3
1+(3x)?
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2y v
Vamos calcular {X (x )}

sa y =X (X7 =y =enxD) Zgx?Inx

Entio y ' =eX’Inx [x2i+(lnx)2x}
X

=x[x +2xInx] =x*X[1+2InXx ] =x *"I[1+2InX ]

(x2+1)

Assim  f '(x)=-9(3 )cos?(3x )sen(3x) +2x In 3 (3(X2+1) )cos?(3x)

(x2) arctg(3x) N

1+9x 2 x (1 4 2In x ) [arctg (3% )]?
+9x

+6 X

2% e(<)]
b) g(X) =|n2(x4+arsen(\/§))+|n2((e\/_2)tw)

Aplicando as propriedades dos logaritmos temos
(2]

g(x) =In?*(x* +arsen(~/2x)) +In,(€ ) —In, (2 )40

g(x) =In*(x * +arsen(v2x)) +(2e*")In,(€) - (tg’(4x NN, (272)

g(x) =In*(x * +arsen(v2x)) +(2*e*")In,(€) - (tg°(4x ))%Inz(z)

Ine 1
—— = ——obtemos:

In2 In2
g(x) =In?(x* +arsen(+/2x)) + (zxe(xx’)i—(tgzmx ))l
In2 2

Derivando a fun¢do g temos

Usando o fato que In,(2) =1, e In,(e) =

2
ax 4+ 2~/2X

1-(+2x )2
x* +arsen(+/2x)

g'(x) =2In(x* +arsen(+2x)).

+((2X )(e(xx))' +e(xx)(2x )’)L—4tg(4x)sec2(4x)
In2
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JRCUPRE S
V2X A1 -2%

g'(x) =2In(x"* +arsen(x/§))- b +arsen(\/§)

+((2X )e N (x ) +e 72X In 2)%—4tg(4x)sec2(4x)
n

Assim

g'(x) =2In(x* +arsenu§»-[ L 4xC (J2x (122 ]

J2x (1 -2x) (x * + arsen(+/2x))

(29" Ix* (1 +Inx) +e*2x In 2)%—4tg(4x)sec2(4x)
n

Ou seja,

g'(x) =2In(x* +arsenu§»-[ e dxC (J2x (122 ]

J2x (1 -2x) (x * + arsen(+/2x))
N (2X )e(xx)

(XX(1+Inx) +In 2)—4tg(4x)sec2(4x)
In2

32 Questdo (4 pontos) Dadaafungdo T (X ) =€ —3e ™ —4x, determine:
a) odominio e a derivabilidade de f,
b) as assintotas horizontais e verticais (se existirem ) para o grafico de f,
c) osintervalos em que f & crescente e os intervalos em que f é decrescente,
d) os pontos de extremos relativos e absolutos (se existirem),
e) os intervalos em que o grafico de f é cdncavo para baixo e os intervalos em que o graficode f é
cOncavo para cima,
f) os pontos de inflexdo (se existirem),
g) umesbocodograficode f e a imagemdef.
Solucao.
a) Dom(f)=R.

Agora, observeque €™ , —3e ™ e —4x sdofuncdes derivaveisem R, assim f ¢é
derivavel em IR, pois é a soma finita de funcdes derivaveis em R .

b) Assintotas verticais.
N&o existem, pois afuncdo f é continuaem todo R (Note que derivabilidade implica
continuidade)

Assintotas horizontais.
Observe que se calculamos o limite diretamente chegamos a forma indeterminada oo — o
. - . 3
Iim (e* -3¢ ™ -4x)=lim (e ——-4x) >0 -,
e X

X —> 40 X >+

Precisamos eliminar a indeterminacéo. De fato,
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X -3e™ -4x . e 3

. . e
Iim (e -3 ™ -4x) =1lim x( ) =1lim X (— -—-4)
X >+ X >+ X X =40 X xe
. ex L'H . ex ] 3
Noteque lim (—) = lim (=—) =+, e |lim (—)=0
X >+ X X >+ & ] X —>+0 - x@exX
. . e 3
Assim, lIm X (— -—-4) =+
X —>+0 X Xe
- - - e* -3 —-4x
Analogamente, lim (e* —3e ™ —4x) = lim X ( ) = —o0
X —>=© X —>—0 X

Portanto, ndo existem assintotas horizontais.

c) Osintervalosemque f é crescente e osintervalosemque f € decrescente.

2x X
f(x)=e* 13> —4-e* +eix—4=e e“f +3
2x X
Igualando a zero a derivada temos T *(X) _¢ de” +3 =0

e X
Note que o denominador é sempre diferente de zero.

Na equagio e > —4e* +3 =0, facae™ =z , Logo
z° -4z +3=0<(z -3)(z -1) =0

=((e*-3)(e*-1)=0

e*=3<X =In3
=
e*=1lox =In1=0

Ndmeros criticos X =0 e X =In 3.
Assim utilizando a tabela de sinais para a derivada obtemos o seguinte quadro:

0 In3

Sinal de @ % +

Sinal de —
(e™ -1)
Sinal de — — +
(e* -3)
f(x) + - +

Comporta- /' \ /'

mentode T
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Assim f é crescente em (—0,0) U(IN3,+xo) e f & decrescente em (O,IN 3)

d) Maximos e minimos relativos e absolutos (se existirem)

De (c) e o teste da primeira derivada podemos concluir que:

Em X =0 existe maximo relativo e f (0) =e° — io —4(0) =1-3 =-2. Portanto
e

(0,-2) ¢ ponto de maximo relativo.

Em X =In 3 existe um minimo relativo e

f(In3)=e™ -3 _4an3) =3—%—4In3=2—4|n3.Portanto
e

(In3,2 —41In 3) é ponto de minimo relativo.

Note que conforme vimos anteriormente lim f (x)=+wo e lim f (x)=-o,
X —>+0 X ——0

assim ndo existe minimo nem méaximo absoluto.

e) Osintervalosem que o graficode f é concavo para baixo e os intervalos em que o gréfico de

f éconcavo para cima.

f'(x)=e*+3e™ —4. Daqui

" . 3 e”™-3
f (X)=ex—3e XZeX —e—X:e—X
Igualando a zero a derivada segunda temos

2x
- In
e—xgzo & e =3 o 2x=In3 < X=—3
e 2
Utilizando a tabela de sinais para T "' obtemos

1
—In3
2

Sinal de @ % +
Sinal de —

(e®* -3)
f "(x) - +
Concavidade do ﬂ U
graficode f

- o : In3 - A :
Logo o graficode f é concavo para baixoem (—oo, T) e ograficode f écbncavo paracima

In3
em (——,+).
( > )
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f) Os pontos de inflexdo (se existirem)

: , In3 :
De (e) temos que existe mudanca de concavidade em X = > e por outro lado sabemos que existe

f ,(InTB) isto é, ogréficode f tem reta tangente em (InTS, f (InTS)) logo concluimos que
(In3, f (Ing)):(lng,—Zln 3) éponto de inflex&o.
2 2 2
In3
Com efeito, note que f (InTB) =e 2 - ﬁs —4(|n73) —en3’® _ |3U2 -2In3
e 2
3 3-3
=Jy3-—-2INn3=—1+--2IN3=-2INn3.
-5 B

g) Umesboco dograficode f eaimagemde f .

Y

A\min. rel.

Figura 2
Im(f)=R

42 Questdo (2 pontos) Seja g : R — R derivavel atéa 2% ordem. Suponha g (X ) sempre

positiva ou sempre negativaem R eseja h afuncioinversade g . Considere
h(x)
F(x)= J' g (t)dt onde aé constante

a
a) Mostreque F e F ' sdofuncbes derivaveis.
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[ 9'(h(x)]” —xg"(h(x))
[9'(h(x)I° |

b) Verifique que F "(X) =

Solucao.
a) Observe que as hipéteses dadas no exercicio nos permitem utilizar o Teorema da Funcéo Inversa,

assim podemos afirmar que a funcéo inversa h é uma funcgdo derivavel em Re que

h'(x) = . Note que pelas hipoteses dadas g'(h(x)) #0 em R

1
g'(h(x))
Seja G(x) = J- g(t)dt Vvx eR.Eclaroque porhipdtese g é derivavel em R logo

a
g écontinuaem R.Entdo pela primeira forma do teorema fundamental do célculo e o exemplo

3.2 do livro texto, resultaque G (X ) = J. g(t)dt Vx eR éderivavelem R e
a

G'(x)=9g(x)vVx eR.
h(x)
Por outro lado é claro que (G oh )(x) =G (h (X)) = J. g(t)dt = F (x).

a
ComoG e h sdoderivaveisem IR, aregra da cadeia nos garante que F ¢ uma fungdo
derivavel em R e

F(x)=(G ~h)(x) =G (h(x)h'(x) = g(h(x))h(x)
Como g e h séofuncgdesinversasentdo (g oh)(x) =X, entdo

1 X

{ =xh' =X. = )
PO =xn 0O =Xy ~ o th(x))

Note que F ' é o quociente da funcédo identidade | (X ) =X e dafuncdo
g'(h(x))=(g'-h)(x) =0.

Eclaroque | (X ) =X ¢éuma fungdo derivavel sobre IR . Resta provar que (g’ oh )(x) é
também derivavel. Com efeito, sabemos que g ' é derivavel em R pois por hipétese g tem
derivada até a segunda ordem e h é derivavel como visto anteriormente. Assim como a
composicéo de duas fungdes derivaveis € derivavel entdo (g 'oh )(x) éderivavel, logo pela

regra da cadeiatemos (g'oh)'(x) = g"(h(x))h'(x) . Portanto F ' resulta derivavel.

b) Usando aregra do quociente temos que
X ] _[g'(h(x)]1 -xg"(h (x)h(x)
g'(h(x)) [g'(h(x)]*

Substituindo o valor de h (X ) obtido em (a), na expresséo da direita obtemos,

F”(x)=[

1
fh _ "h P
GO =IO g th(x))  githx)) -xg(h (x)
[9'(h GO [ (h T’

Fundag&o CECIERJ Consorcio CEDERJ

F'(x)=

Pégina8



