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12 Questao (2,5 pontos) Calcule:

dx. (Aula 25 do caderno didatico, exercicio proposto n® 15) (1,0 ponto)

_[ X
V5+12x —9x?

X +4x% —4x -1
b) dx. (1,5 pontos)
-[ (X2 +1)°
X
a) | —==0dx
'[ V5+12x —9x?
Usando a técnica de completar quadrados temos que
5+12X—9x* =5+4—(9x* —12x+4) =9 (3x - 2)°
Logo
X X
——OX=| ———=0X
I V5+12x-9x° 'f \J9-(3x-2)?
Facamos a substituicdo u =3x—2 :x:%(u+2) :>dx=%du
Logo
u+2
_[ X J’ (+) :lj' (u+2)du
«/9—(3x—2 Jo—u? 94 J9—u?
I du+ I 1 qu *)
\/ V9-u?

® (2)

Observe que podemos integrar imediatamente (1), se fazemos uma substituicdo simples do tipo

z=9-U> = dz=—2udu = —d—zzzudu

Assim
1
1 u 1 = 1e -tdz 122
= du==[(9-u?) 2udu=->|z2 ==-=""—+ C———9 u 2+C
9J‘1/g_u2 9I( ) 9j 2 181 (O-u)
2

1
= —é(5+12x—9x2)2 +C, 1)
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b)

Por outro lado, note-se que uma das regras basicas de integracdo

f\/i—arcsen( j+C

¢ aplicavel, logo

u 2 3x—-2
arcsen(3j+C2=§arcsen( 3 j+C2 (2

s

Substituindo (1) e (2) em (*) temos

1
X = —%(5+12x—9x2)2 +§arcsen(3x_2j+c

X
— = d
I V5+12x —9x? 3

dx

X3 +4x* —4x -1
-[ (X2 +1)°
A expanséo em fragOes parciais tem a seguinte forma
X +4x —4x-1  Ax+ B Cx+D
(Z+17 (C+D) (C 1)
Multiplicando a igualdade por (X +1)?, temos

X2 +4x* —4x-1=(Ax+B)(xX* +1)+Cx+D
= A+ Ax+Bx*+B+Cx+D
= A +Bx*+(A+C)x+(B+D)
Igualando os coeficientes obtemos o sistema de equagdes lineares

A=1
B=4
A+C=-4
B+D=-1
A solucdo desse sistemaé A=1,B=4, C=-5¢e D=-5.

Portanto
J- X2 +4x* —4x-1 _J~ (x+4) I (5x+5)

(X2 +1)° (x? +1) (x? +1)

X 1 X 1

=| ——dx+4| —/——dx-5| ———dx-5] ———dx
J. (x* +1) I (x> +1) I (x> +1)? j (x* +1)?
1 2X 5 2X 1

=—| —=_dx+4darctgx—=| ————dx-5| ———dx
2J. (x> +1) J ZI (X +1)? I (X% +1)?

2X 1

— == _dx-5| ———dx

(x* +1)? I (x? +1)*

5) )

5 **
=Eln(x +1) +4arctg x—— J' (**)
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2 -1
S Ew=2f ey raxak=2 D oo > ¢, (5)
27 (x*+1) 2 2 -1 2(x°+1)
Vamos calcular
1
5| ————dx
J. (x* +1)?

Primeiro note que nenhuma das regras basicas de integracdo € aplicavel. Para usar uma
substituicdo trigonométrica, observe que estamos no caso de integrais que tem termos da forma

JaZ+x% coma=1.

Figura 1
Do triangulo retangulo associado mostrado na Figura 1, tem-se:
X x=tgo
9o=1= {dx =sec?6d6
Também, secf = \/F = \/m =seco
= x*+1=sec’d
Assim,

I dx _Iseczede_.'-seczede_j do
(x° B B B

= CcoSs’6deo
+1)* J (sec’0)’ sec’ o sec’ 0 -[

=I(M)de ~Lo:+teen20+c
2 2 4
=10+£(Zsen0c030)+czlarctg(x)+£( X ) ( L )+C
2 4 2 2 Jx2+1" X2+l
Portanto
dx 1 1, x
———— =—arctg(x) +—= +C
Jb(x2 +1)? 2 909 2(x2+1)
dx 5 5, X
Logo S|-——= =—arctg(X) +—= +C 6
J Jb(x2 +1? 2 9(x) 2(x2+1) ©)
Substituindo (5) e (6) em (**) resulta
X3 +4x* —4x -1 1 5 5 5, X
dx = =In(x* +1) + 4arctg X +———— —=arctg (x) —— +C
.[ (X2 +1)2 2 ( ) g 2+ 2 9() 2(x2+1)
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22 Questdo (2,0 pontos)

. . " cosx . . . - " |cosx
Mostre que a integral imprépria I ——= dx é convergente, mas a integral impropria I ——|dx é
X T
divergente.
Solugédo
COS X
» Vamos mostrar que I cosx dx é convergente
X
" cosx ; COS X
Lembremos que I —dX—I I —d )
t—>+o0
T T
Por outro lado usando integragéo por partes temos que
t
COS X 1 sen X
I —d =| =cosx dx——(senx)} J. — dx
X X
dv T
1 1 ; sen x
==(sent) ——(sen 7[)+J. — dx
t T X
T
Logo
t

. COS X sen X sen X

hmj' COSX ix = I|m —( sent dx = I dx ©)
t—>+oo X t —

V4 -~ funcaolimitada 71'
0
I=0 (Corol.doT.doConfrontoi

Substituindo (8) em (7) obtemos

"C cosx T senx

I COS X 4x = I % dx )

X X
T T
) sen x
Afirmamos que I €
X

T

sen X| |sen X|
X2

De fato observe que  0<|senx|<1 paratodo xeR, logo 0<| <—, para todo
X

2

X €[r,+o)
+o0

- 1 , . o x
E pelos exemplos referenciais sabemos que I — dx é convergente , assim pelo critério de comparagio
X

sen X

+00
resulta que I (10)

T
De (10) e da propriedade dada no Exemplo 27.6 do caderno didatico resulta que

i sen x
| (12)
X

T

o0
. . COS X ,
Assim, de (9) e (11) podemos afirmar que I cosx dx é convergente
X

T
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+00
COS X -
» Mostraremos que I I dx é divergente
X
T

Sabemos que 0<|cosx|<1 paratodo x e R, multiplicando a expressdo anterior por 0 <| cos x| temos

0<|cos x| cosx|<|cosx|, logo 0<|cosx|* <|cosx|, assim 0<cos’x<|cosx|
H_J
cos? x
2
COS“ X _|cosx| ,cosx
Portanto 0 < Sl |:| | paratodo X €[7z,+x). (12)
X X X
+00 2
COS” X

Basta mostrar entdo que I dx diverge, assim pela desigualdade dada em (12) e o critério de

T
+
x . CO
comparagéo poderemos concluir que I dX diverge.
T
cos” X ¢ cos?x
Lembremos que I dx = lim I dx (13)
t—>+o0
T X 71' X
t
cos® X 1 1+c st
Por outro lado I 9 X dx —I 0 ————)dx (14)
X

Utilizando integragéo por partes temos que

t t t
1 1+cos2x 1 1 sen2x 1 sen2x
[ZEZDd =G =0 | +[ o) dx
X 2 X 2 4 2x  4Ax
T ‘-J‘ ﬂ—/ T
0
K_H t
_£+sen2t_l_sen27r l —d sen2xd
2 4t 2 A 2 (2x)?
T T
t
_sen 2t _J- —d sen 22x d (15)
(2x)
Substituindo (15) em (14) e tomando limite quando t — +o0 obtemos
t cos?x 1 177 dx sen2x g
lim dx= lim =—sen2t +—j —+ J —_— (16)
t—+o0 X t—+o0 4t — — 2 X (2X)
T —~ limitada
0 diverge s
=0(Corol.doT.doconfronto) converge( Veja (9)-(10), comparar com J. (2><)2)

Como pelos exemplos referenciais sabemos que uma das integrais impréprias no segundo membro de (16)
diverge, podemos concluir de (16) e (13) que

+00
I COSX) i diverge.
T
32 Questéo (1,5 ponto)
+00
a) Verifique se aintegral imprépria I arctg zdz converge ou diverge (1,0 ponto)
0
X
b) Calcule IImOo )1( arctgzdz . (0,5 ponto)
0
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Solugédo

+00 t
a) I arctgzdz = tIim _[arctg zdz 17
9 —>+0
Por outro lado usando integragéo por partes temos que
t
_[arctg 2 dz = zarctg z] - I 22dz ~ =tarctgt ——In(1+ z )} =tarctgt _iln(1+t2) (18)
T 0 1+ Z 2
Logo
I|m J'arctg zdz = I|m[tarctgt——ln(1+t )] - (19)

Observe que este Ultimo limite é uma forma indeterminada do tipo o —oo, assim para eliminar a
indeterminacédo, observe que

I|m[tarctgt——ln(1+t )= I|mt [arctgt — ;@] (20)
Como
1 In(1+t ) 1in@+t?) 7z 1 12ttz Yo e
lim [arctgt — lim arctgt— I|m = ——Zlim=2tL -~ _—)==
t~>+oo[ 9 2 ] t—+o0 9 40 D t 2 2t ] 2 2( ) 2
formaindeterm. z
Segue que Ilm t [arctgt - In(1+t )] = (21)
Substituindo (21) em (20); (20) em (19) e (19 em (17) resulta que
+00
I arctg zdz diverge.
0
1 X
b) lim = | arctgzdz
X—+00 X
+00
Observemos que da parte (a) sabemos que I arctg z dz diverge, logo podemos afirmar que quando
0

X
< 1 . , : .
X — +00 a expressdo — I arctg z dz ¢ uma forma indeterminada do tipo 0.cc . Lembremos que para
X

. . . . . 0 o0
aplicar aregra de L’Hopital precisamos de uma forma indeterminada — ou —.
o0

Assim
X

X
< I arctgzdz | i(J‘ arctgzdz)  jegerrce
. 1 Lari . dx 0 -~
lim —I arctgzdz = lim 2 = lim = lim arctgx_E

X—>+0 ¥ X—>+00 X X—>+00 1 X—>+00

42 Questdo (4,0 pontos) — Determine os volumes dos sélidos obtidos com a rotacéo da regido, no
primeiro quadrante, limitada por X=1Y — y3, X=1,Y=0e Yy=1 emtorno dos eixos dados:

a) doeixo OX
b) doeixo Oy
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c) dareta X=1
d) dareta Y=1.

Em cada caso esboce a regido mostrando a casca ou o disco tipico e fagca um esbogo do sélido
correspondente.

Solucédo
a) do eixo OX

O método apropriado aqui € o das cascas cilindricas
Esboco da regido mostrando a casca tipica:

x=1
Figura 2

Nestecaso r(y)=y e h(y)=1-(y-y?)
Assim,

1 1
V =2z r(y)h(y)dy =27 [ y(-(y-y*)dy
0 0

i ' h . VeOyE oy 111
V=27f£ y(l—y+y)dy=2ﬂ£ (y=y*+y )y =27 (—+0) | =22(5-2+D)

V= ZnM = En unidades de volume.
30 15

Esboco do sélido de revolucéo:

Figura 3
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b)do eixo Oy
O método apropriado neste caso € o dos discos ou arruelas.
Esboco da regido mostrando a arruela tipica:

x=1

Figura 4
Note-se que R(y)=1, r(y)=(y-y’)

1 1 1
V=x[ (RO -0y 1dy=7[ [L-(y-y")’ldy=7[ [1-(y*-2y*+y")dy
0 0 0

2009/2

1,2 1, (105-35+42-15)

vV i 2 4 6 y3 y5 y71
=1l [1- 2y* —y°1dy = -2 42— L J=n[l-=+=—=
![ v +2y' =y ldy = aly -+ 25 - T g = all- o o] s

V=r (105-35+42-15) _ 9—77r unidades de volume.
105 105

Esboco do sélido de revolucéo:

Figura 5
c)dareta X=1

O método apropriado neste caso é o dos discos

Esboco da regido mostrando o disco tipico:
ry
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Figura 6

Note-se que R(y)=1-(y-y%)

V=r[ [RyFdy=7] L-(y-yPdy=7| [L-y+yTdy
0 0 0

v 1 yz y3 y4 ys y7

=m| [L-2y+y* +2y°-2y* +y°ldy = 22+ 242722

![yyyyy]yﬂ(y23 el

V =7z(1—1+£+£—3+£)=7r(70+105_84+30) = 1217r unidades de volume.
3 2 5 7 210 210

Esboco do sélido de revolucéo:

Figura 7
d)dareta Y =1.

O método apropriado é o das cascas cilindricas
Esboco da regido mostrando a casca tipica:

x=1

Figura 8

Nestecaso r(y)=1—-y e h(y)=1-(y—vy°)
Assim,

1 1
V =2z r(y)h(y)dy =27 @-y)@-(y-y*)dy
0 0

1 1
V=27 Q-(y-yNdy-27[ yL-(y-y*)dy
0 0

11 .
e (veja a parte(a))
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V= 2ﬂj a- y+y)dy 7r

4

V= 27r(y— +—)} == _2( _+_)_E _ (4 2+1_7

V—3 11 =ﬁﬂ' gg” unidades de volume.

T—-—T
2 15 30

Esboco do sélido de revolucéo:
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