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1a Questão (3,0 pontos)  Calcule as seguintes integrais: 
 

a) (1,5 ponto)   
2

21 4
0

dxxx       b)  (1,5 ponto)    2
( 1)

1
x dx

xx

   

Solução 

a) Faça a substituição  2 8
8

1 4 dudu x dx x dxu x       

Mudando os limites de integração, se  0 1x u    e se 2 1 4(2) 9x u      

Assim 

9 92 3 2
2 3 2

11

2 2 1 1 26 13(3 )
8 8 3 12 12 12 6

1 4
0

du udx uxx 
     


  . 

b) 2 2 2

( 1) ( 1)
1 1 1 31 ( )
4 4 2 4

( 1)
1

x dx x dx

x x x

x dx
xx

 
 

     


     

Faça a substituição  
1 1 e
2 2

x u du dxu x       

Logo 

 
2 2 2 2 2

1 1( 1) ( )( 1) 1 2 1 12 2
1 3 3 3 3 32 2( )
2 4 4 4 4 4

u ux udx du du du du
x u u u u

  
   

     
      

2

2 2

1 3 1 1ln( )
2 4 2 3( )

2

u du
u

  


  

21 3 1 2 2ln( ) arctg( )
2 4 2 3 3

uu C     

21 1 3 1 2 1ln(( ) ) arctg( ( ))
2 2 4 23 3

x x C       

21 3 2 1ln( 1) arctg( )
2 3 3

xx x C
      
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21 3 3ln( 1) arctg[ (2 1)]
2 3 3

x x x C       

2a Questão (3,0 pontos).   

Seja R  a região entre o gráfico de / 2( ) xf x e  e o eixo Ox ,  0x  . 

a) (0,5 ponto) Esboce R 

b)  (1,0 ponto) Calcule a área de  R. 

c) (1,5 ponto) Calcule o volume do sólido obtido pela revolução da região R  em torno do eixo 

Ox . Faça um esboço do sólido. 

Solução 

a) Esboço da região R 

 

Figura 1 

b) 

2 2 2 2 0
0

0 0

1lim ( 2) ( ) lim ( 2) lim (( 2) ( 2) )
2

( )
t

tx x x t
t t t

e dx e dx e e eA R


   
  

             

Assim, 

2

0

1lim ( 2) 2 2( ) tt e
A R


  


unidades de área. 

c) 

 

Figura 2 
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2
0

0 0 0

/ 2( ) lim lim ( 1) ( 1) lim ( 1)( )
t t

t

t t t
x x x xdx dx dxV R e e e e  



  

                

0

0 1( lim ( 1) ) ( lim (( 1) ) 1)( )
t t

t
tV R e e

e
  

 

      


 unidades de volume. 

O esboço do sólido aparece na Figura 3 

 

Figura 3 

3a Questão (1,0 ponto)  Usando critérios de convergência, determine a convergência ou 
divergência da seguinte integral imprópria: 

         2 ln2
1 dx

xx



  

 

Solução 

Note-se que para 2x  temos que ln ln 2 0x    então 
1 10

ln ln 2x
  . Podemos afirmar 

também que  

2 2
1 10
ln ln 2x x x

     para 2x  ,         (1) 

   

Por outro lado 2
2

1 dx
x



  é um caso particular do exemplo referencial “Se 1r  , então 

1
r

a x
dx



 é convergente”, neste caso 2 1r   , assim 2
2

1 dx
x



  é convergente, portanto 

2
2

1 1
ln 2

dx
x



  é convergente, logo de (1) e o Teste de Comparação para integrais impróprias 

resulta que  2 ln2
1 dx

xx



   é convergente. 
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4ª Questão (3,0 pontos)   

a) (1,5 ponto) Encontre    
0

1
ln(1 ) ( 1)

lim 1( , )
t t

t tt

e
t t e

e
e


  


 se existir. 

b) (1,5 ponto)   Calcule a integral da seguinte função vetorial   2 1
( ) ( , )t t

t
t t e


 , sobre o 

intervalo   [0,1] . 
 

Solução 

a) 
Lembre-se  que  

 
'

0 0 0
1 (1 ) 11ln(1 )

1

lim lim lim
L Ht

t
t

t t t
e t e

t
t

e
  

  
 




 

e 

 
'

0 0
1

( 1) 2
1lim lim

L H

t t t

t t

t tt te e e
e e

te te 
   

   
   

 

Portanto  
0

1
ln(1 ) ( 1)

1lim 1, )
2

1( , ) (
t t

t tt

e
t t e

e
e


  

   

b) 
 

2

1 1 1

0 0 0 1
( ) ( , )t

t
tt dt t dt dte


    . Vamos calcular cada uma das integrais.  

Usando integração por partes temos que  

 
1 0
0

1
1

0

11

0 0
1tt tt e e eedt et dt ee t e          

  
Para calcular a segunda integral observamos que  

 
1

2 2
2 2

0

1 1

0 0

1 1 1 1ln( 1) (ln(1 1) ln(1)) ln 2
1 2 1 2 2 2

2 t
t t

t tdt dt       
    

  
Portanto 

1

0

1 1
2 2

1, ln 2) ln 2(( ) i jt dt  
 

. 

 
 
 


